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♠♦❞✉❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝♦❧❞ ❣❛s t❤r✉st❡rs s②st❡♠✳ ❆ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ✭❚▼✮✱ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❛r
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st t❛❜❧❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t❡st❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ■ ✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱
❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥
❛❝t✐✈✐t② ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ r❡❣❛r❞s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤✐s ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦t♦t②♣❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❧❛♥❛r
♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚▼✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ♠❡r❣❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜②
❛❞❛♣t✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ❛ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s✐①
✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❆ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
✈✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ s❤♦✇s s✉❜✲❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡t❡r
❛❝❝✉r❛❝② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ●◆✫❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡st❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ ♠② ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧② ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭t❛r❣❡t✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❈✰✰ ✐♥ s✐❣❤t ♦❢ ❛ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ❝❛♣❛✲
❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥
t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛❞❡r✲
❢♦❧❧♦✇❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t s❤♦rt r❛♥❣❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡
♦r❜✐t❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②
s❡t✉♣ ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✸❉ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✐♥❣ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t✐❝
s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❝❡♥t✐♠❡t❡r✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡✲❧❡✈❡❧
❛❝❝✉r❛❝②✳
■♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡✲
❝r❛❢t ✉♥✐t✱ ❛ 3 x2 m ✢❛t t❡st t❛❜❧❡✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✻ ✐♥❢r❛r❡❞
❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ st❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❛❝❡✲
❝r❛❢t ✉♥✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ t❡st❜❡❞ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ❢♦r t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ ❙❋❋✱ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❛♥❡✉✈❡rs✳

❙♦♠♠❛r✐♦
◆❡❣❧✐ ✉❧t✐♠✐ ❞❡❝❡♥♥✐✱ ✐❧ ✈♦❧♦ ✐♥ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❡ ❧❡ ♠❛♥♦✈r❡ ❞✐ ♣r♦ss✐♠✐tà s♦♥♦ ❛♣♣❧✐✲
❝❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ❤❛♥♥♦ s✉s❝✐t❛t♦ ✉♥ ❝r❡s❝❡♥t❡ ✐♥t❡r❡ss❡ ✐♥ ❛♠❜✐t♦ s♣❛③✐❛❧❡ ♣❡r ✐ ✈❛♥t❛❣❣✐
❛❞ ❛♠♣✐♦ s♣❡ttr♦ ❢♦r♥✐t✐ r✐s♣❡tt♦ ❛❧❧❡ tr❛❞✐③✐♦♥❛❧✐ ❛r❝❤✐t❡tt✉r❡ ❞✐ ♠✐ss✐♦♥❡✳ ▲✬✐❞❡❛
❞✐ s♦st✐t✉✐r❡ ✉♥ s✐♥❣♦❧♦ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥ s✐st❡♠✐ s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ❢♦r♠❛t✐ ❞❛ ♣✐ù ✉♥✐tà✱ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧❡✱ ❤❛ ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ ❞✐ r✐❞✉rr❡ ✐ ❝♦st✐ ❞✐ s✈✐❧✉♣♣♦✱ ❞✐ ❣❛r❛♥t✐r❡ ♠❛❣❣✐♦r❡ r♦❜✉st❡③③❛
❛❧❧❡ ❛✈❛r✐❡✱ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ✢❡ss✐❜✐❧✐tà ❡ ♠✐❣❧✐♦r✐ ♣r❡st❛③✐♦♥✐ ❞✐ ♠✐s✉r❛✳ ■♥ ❛❣✲
❣✐✉♥t❛✱ ❧❛ ♣r♦s♣❡tt✐✈❛ ❞✐ ❡st❡♥❞❡r❡ ✐❧ ♣❡r✐♦❞♦ ♦♣❡r❛t✐✈♦ ❞✐ s✐st❡♠✐ s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ❛tt✉❛❧✲
♠❡♥t❡ ✐♥ ♦r❜✐t❛ ❛ttr❛✈❡rs♦ ♦♣❡r❛③✐♦♥✐ ❞✐ ✐s♣❡③✐♦♥❡✱ ♠❛♥✉t❡♥③✐♦♥❡ ❡ r✐♣❛r❛③✐♦♥❡✱ ❛♣r❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ♦tt❡♥❡r❡ ❣r❛♥❞✐ ✈❛♥t❛❣❣✐ ❞❛ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ✐
❝✐t❛t✐ ✈❛♥t❛❣❣✐ s✐ s❝♦♥tr❛♥♦ ❝♦♥ ❧❛ ♥❡❝❡ss✐tà ❞✐ s✈✐❧✉♣♣❛r❡ ❛❞❡❣✉❛t❡ str❛t❡❣✐❡ ❞✐ ●✉✐❞❛✱
◆❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ ❡ ❈♦♥tr♦❧❧♦ ✭●◆✫❈✮ ❝♦♥ r❡q✉✐s✐t✐ ♥♦♥ s♦❧♦ s✉❧❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❛ss♦❧✉t❛ ❞✐
♦❣♥✐ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ s✉❧ ❧♦r♦ st❛t♦ r❡❧❛t✐✈♦✳ ◗✉❡st♦ ❛s♣❡tt♦ s♣✐♥❣❡ r✐❝❡r❝❛t♦r✐ ❡
✐st✐t✉③✐♦♥✐ ❛❧❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ ❛❞❡❣✉❛t❡ t❡❝♥✐❝❤❡ ❞✐ ●◆✫❈ ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥♦ ❧✬❡s❡❝✉③✐♦♥❡
❛✉t♦♥♦♠❛ ❡ ❛✣❞❛❜✐❧❡ ❞✐ ♠❛♥♦✈r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛ ♣✐ù s❛t❡❧❧✐t✐ ✐♥ ♦r❜✐t❛✳ P❡r❝❤é ✉♥❛
♥✉♦✈❛ ♣r♦♣♦st❛ ♦ str❛t❡❣✐❛ s✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❛ ♠❛t✉r❛ ♣❡r ❡ss❡r❡ ✐♠♣✐❡❣❛t❛ ✐♥ ✉♥♦ s❝❡♥❛r✐♦
s♣❛③✐❛❧❡✱ è ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❞✐♠♦str❛r♥❡ ❧✬❛✣❞❛❜✐❧✐tà ❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐❛ ✐♥ ✉♥ ❛♠❜✐❡♥t❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈♦ ❞✐ q✉❡❧❧♦ s♣❛③✐❛❧❡✳ ❯♥❛ ❞❡❧❧❡ ♣✐ù ✐♥t❡r❡ss❛♥t✐ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣❡r r❛❣❣✐✉♥❣❡r❡ q✉❡st♦
♦❜✐❡tt✐✈♦ ♣r❡✈❡❞❡ ❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞✐ s✐♠✉❧❛t♦r✐ s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ❞✐ t❡rr❛✳
■❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛✈♦r♦ s✐ ❢♦❝❛❧✐③③❛ s✉❧❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ str❛t❡❣✐❡ ❞✐ st✐♠❛ ❜❛s❛t❡ s✉ s✐st❡♠✐
❞✐ ✈✐s✐♦♥❡ ♣❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢❛s✐ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ tr❛ s❛t❡❧❧✐t✐ ♥❡❧❧✬❛♠❜✐t♦ ❞❡❧
✈♦❧♦ ✐♥ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❡✱ ♣✐ù ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ❞❡❧❧❡ ♦♣❡r❛③✐♦♥✐ ❞✐ ♣r♦ss✐♠✐tà ❝❤❡ ❝♦✐♥✈♦❧❣❛♥♦ ❞✉❡
♦ ♣✐ù s❛t❡❧❧✐t✐✳ ❈♦♥ ✐❧ ✜♥❡ ❞✐ ✈❛❧✐❞❛r❡ ❧❡ str❛t❡❣✐❡ ❞✐ ●◆✫❈ s✈✐❧✉♣♣❛t❡✱ ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡
♠✐❡ ❛tt✐✈✐tà ❤❛ r✐❣✉❛r❞❛t♦ ❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦ ❡ ❧❛ r❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ s❛t❡❧❧✐t❛r❡ ❞✐
t❡rr❛✱ ❝❤✐❛♠❛t♦ ❙P❆❘❚❆◆❙✱ ✐♥ s✈✐❧✉♣♣♦ ❞❛❧ ✷✵✶✵ ♣r❡ss♦ ✐❧ ❈❡♥tr♦ ❞✐ ❆t❡♥❡♦ ❞✐ ❙t✉❞✐ ❡
❆tt✐✈✐tà ❙♣❛③✐❛❧✐ ✭❈■❙❆❙✮ ✧●✳ ❈♦❧♦♠❜♦✧ ❞❡❧❧✬❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P❛❞♦✈❛✳ ◗✉❡st♦ s✐♠✉❧❛t♦r❡
s❛t❡❧❧✐t❛r❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥✐tà r♦❜♦t✐❝❤❡ ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt♦♥♦ ❞✐ s✐♠✉❧❛r❡ ❛ t❡rr❛ ♠♦t✐ r❡❧❛t✐✈✐✱ s✐❛
✈✐✐✐
r♦t❛③✐♦♥❛❧✐ ❝❤❡ tr❛s❧❛③✐♦♥❛❧✐✱ tr❛ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ♦♣❡r❛♥t✐ ✐♥ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ♦ ✐♥ ♣r♦ss✐♠✲
✐tà✳ ◗✉❡st❛ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛③✐♦♥❡✱ ❞❛ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛
s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❞❡❧❧❡ str❛t❡❣✐❡ ❞✐ ●◆✫❈ s✈✐❧✉♣♣❛t❡✳
▲❛ ♣r✐♠❛ ❛tt✐✈✐tà s✈♦❧t❛ ❞✉r❛♥t❡ ✐❧ ♠✐♦ ❞♦tt♦r❛t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛③✐♦♥❡✱ ❞❛
✉♥ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝♦✱ ❞✐ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐ ✈✐s✐♦♥❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r❡ ✉t✐❧✐③③❛t♦ ♣❡r st✐♠❡
❞✐ ♣♦s❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❡❧ ❝♦♥t❡st♦ ❞✐ s❛t❡❧❧✐t✐ ❝♦♦♣❡r❛♥t✐✳ ❯♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡
♥❡❧❧❛ ♣r♦♣♦st❛ ❞✐ ✉♥ s❡t ❞✐ ✬✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✬ ♣❡r ✐ q✉❛❧✐ è st❛t❛ s✈✐❧✉♣♣❛t❛ ✉♥ ❛♣♣♦s✐t❛
♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞✐ ❛♥❛❧✐s✐ ❞✬✐♠♠❛❣✐♥❡ ❝♦♥ ❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ ❡str❛rr❡ ♣✉♥t✐ s❛❧✐❡♥t✐ ❞❛❧❧❡ ✐♠♠❛❣✲
✐♥✐ ❛❝q✉✐s✐t❡✳ ▲❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞✐ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♣♦s❛ s✐ ❜❛s❛ s✉❧❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛
♥♦t♦ ❝♦♠❡ ✬P❡rs♣❡❝t✐✈❡✲❢r♦♠✲❚❤r❡❡ P♦✐♥ts✬ ✭P✸P✮✱ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❝❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡ ✈✐❡♥❡
r❛✣♥❛t❛ ♣❡r ✈✐❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ✐t❡r❛t✐✈❛✱ s❡❣✉✐t❛ ❛ s✉❛ ✈♦❧t❛ ❞❛ ✉♥✬♦tt✐♠✐③③❛③✐♦♥❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r❡✳ ▲❛ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ♠✐s✉r❛ ♣r♦♣♦st♦ s❡❣✉❡ ✉♥ ❛♣♣r♦❝❝✐♦
s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡✿ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ s❡♠♣❧✐✜❝❛t♦✱ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t✐✈♦ ❞❡❧❧❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛ ❞✐ ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡
è ✐♠♣✐❡❣❛t♦ ❝♦♠❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t❛r❣❡t ❧❛ ❝✉✐ ♣♦s❛✱ ✐♥ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❞✐ ✈✐s✐♦♥❡✱ r❛♣✲
♣r❡s❡♥t❛ ❧✬✐♥❝♦❣♥✐t❛ ❞❛ st✐♠❛r❡✳ ❆❧ s❛t❡❧❧✐t❡ t❛r❣❡t✱ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦✱ s♦♥♦ ✐♠♣♦st✐
s♣♦st❛♠❡♥t✐ ♥♦t✐ s✐❛ ✐♥ t❡r♠✐♥✐ tr❛s❧❛③✐♦♥❛❧✐ ❝❤❡ r♦t❛③✐♦♥❛❧✐ ❡✱ ❛ttr❛✈❡rs♦ ✐❧ ❝♦♥❢r♦♥t♦ tr❛
❣❧✐ st❛t✐ ✐♠♣♦st✐ ❡ q✉❡❧❧✐ ♠✐s✉r❛t✐✱ ✈✐❡♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦ ❧✬❡rr♦r❡ ❞✐ st✐♠❛✳ ■♥✜♥❡ ✉♥✬❛♥❛❧✐s✐
❞✐ ✐♥❝❡rt❡③③❛ è st❛t❛ ❡✛❡tt✉❛t❛ ❢♦r♥❡♥❞♦ ✐♥❞✐❝❛③✐♦♥✐✱ s✉♣♣♦rt❛t❡ ❞❛✐ r✐s✉❧t❛t✐ ❞❡❧❧❛ ❝❛♠✲
♣❛❣♥❛ ❞✐ t❡st s♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐✱ s✉❧❧✬❛❝❝✉r❛t❡③③❛ ♠❡❞✐❛ ❞✐ st✐♠❛ ❝❤❡ r✐s✉❧t❛ ❡ss❡r❡ ❞❡❧❧✬♦r❞✐♥❡
❞✐ ✶ ❝♠ ❡ ❞✐ ✶o s✉❧❧❛ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❡ s✉❧❧✬♦r✐❡♥t❛③✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❛ ❛tt✐✈✐tà ❞❡❧ ♠✐♦ ❞♦tt♦r❛t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦ ❡ ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡
❞✐ ♥✉♦✈❡ ❢✉♥③✐♦♥❛❧✐tà ♣❡r ✐❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ ❙P❆❘❚❆◆❙✳ ❆❧❧✬✐♥✐③✐♦ ❞❡❧ ♠✐♦ ❞♦tt♦r❛t♦✱ ✐❧
s❡t✉♣ s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡✈❛ ❞✐ ✉♥❛ s♦❧❛ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r❡ ❝❛♣❛❝❡ ❞✐ ❡✛❡tt✉❛r❡ ♠❛♥♦✈r❡
❞✬❛ss❡tt♦ ❛ tr❡ ❛ss✐ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ❝♦♠❡ ❞❛t✐ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ ❧❡ ♠✐s✉r❡ ❢♦r♥✐t❡ ❞❛ ✉♥ s✐st❡♠❛
❞✐ ❡♥❝♦❞❡r ♦tt✐❝✐ ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❛✱ ❡ ❡s❡❣✉❡♥❞♦ ❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥tr♦❧❧♦ ❣r❛③✐❡ ❛ ✉♥ s✐st❡♠❛
❞✐ t❤r✉st❡rs ❛ ❣❛s ❢r❡❞❞♦✳ ■♥ ✉♥❛ ♣r✐♠❛ ❢❛s❡✱ ❤♦ ❢♦r♥✐t♦ ✉♥ ♣✐❝❝♦❧♦ ❝♦♥tr✐❜✉t♦ ❛❧❧♦
s✈✐❧✉♣♣♦ ❞❡❧ ▼♦❞✉❧♦ ❞✐ ❚r❛s❧❛③✐♦♥❡ ✭❚▼✮✱ ❝❤❡ ❛❜✐❧✐t❛ s♣♦st❛♠❡♥t✐ ♣❧❛♥❛r✐ ❛ ❜❛ss♦
❛ttr✐t♦ ♣❡r ❧❡ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r✐✱ ❡ ❛❧❧❛ ♣r♦❣❡tt❛③✐♦♥❡ ❡ s✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ ✉♥❛ t❛✈♦❧♦ ♣✐❛♥♦ ♣❡r
✐❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦ ❝❤❡ ❢♦r♥✐s❝❡ ❞✐ ❢❛tt♦ ❧❛ ❜❛s❡ s✉ ❝✉✐ ❧❡ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ♣♦ss♦♥♦ tr❛s❧❛r❡✳
❙✉❝❝❡ss✐✈❛♠❡♥t❡✱ ✐❧ ♠✐♦ ❛♣♣♦rt♦ s✐ è ❢♦❝❛❧✐③③❛t♦ s✉❧❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✐
❤❛r❞✇❛r❡ ♣❡r ❞✐ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❧✬❛tt✐✈✐tà ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦
r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛ ♣r♦❣❡tt❛③✐♦♥❡✱ ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡ ❡ ❧❛ ❝❛r❛tt❡r✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐
♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥ ❧♦ s❝♦♣♦ ❞✐ st✐♠❛r❡ ❧❛ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✉♥✐tà
✐①
s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦♣❡r❛t✐✈♦ ❞❡❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦✳ ◗✉❡st✬❛tt✐✈✐tà ❝♦♥s✐st❡ ❞✐
❞✉❡ ❢❛s✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐✳ ❉❛♣♣r✐♠❛ ✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❛ ❜❛ss♦ ❝♦st♦ è st❛t♦ r❡❛❧✐③③❛t♦ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦
❝♦♠❡ s❡♥s♦r✐ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐ ✈✐s✐♦♥❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r❡ ❛❝❝♦♣♣✐❛t♦ ❛ ✉♥ s❡t ❞✐ tr❡ s❡♥s♦r✐ ♦tt✐❝✐
❞✐ t✐♣♦ ♠♦✉s❡ ✭❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ✲ ❖❋❙✮ ♣❡r st✐♠❛r❡ ❧❛ ♣♦s❛ ♣❧❛♥❛r❡ ❞❡❧ ❚▼✳
▲❛ str❛t❡❣✐❛ ❞✐ st✐♠❛ s✐ ❜❛s❛ s✉ ❞✉❡ s❡t ❞✐ ♠✐s✉r❡✱ ❢♦r♥✐t❡ ❝♦♥ ❞✐✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥③❡ ❞✐
❛❝q✉✐s✐③✐♦♥❡✱ ❧❡ q✉❛❧✐ s♦♥♦ ❢✉s❡ ♦♣♣♦rt✉♥❛♠❡♥t❡ ♣❡r ♠❡③③♦ ❞✐ ✉♥ ✜❧tr♦ ❞✐ ❑❛❧♠❛♥
❡st❡s♦ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✲ ❊❑❋✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❛ ❢❛s❡ ❞✐ s✈✐❧✉♣♣♦ ❡st❡♥❞❡ ❧♦ s❝❤❡♠❛
❞✐ st✐♠❛ s✈✐❧✉♣♣❛t♦ ❛❞❛tt❛♥❞♦❧♦ ❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♠♣❧❡ss✐✈♦ ❞❡❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦✳ ◆❡❧ ❢❛r❡ q✉❡st♦✱
✐❧ s✐st❡♠❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r❡ è s♦st✐t✉✐t♦ ❞❛ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❝♦♠♣♦st♦ ❞❛ s❡✐
❝❛♠❡r❡ ♦♣❡r❛♥t✐ ♥❡❧❧✬✐♥❢r❛r♦ss♦ ❡ ❞❛ ✉♥❛ ❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t✐♦♥✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝♦♥t❡st♦✱ ✉♥❛
str❛t❡❣✐❛ ♣❡r ❧❛ st✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♣♦s❛ ❞❡❧❧❡ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r✐ è ♣r♦♣♦st❛ ❛ss✐❡♠❡ ❛❧❧❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡
❞✐ ✉♥❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛ ❞✐ ❝❛❧✐❜r❛③✐♦♥❡ ♣❡r ✐❧ s✐st❡♠❛ ❞✐ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡✳ ■ r✐s✉❧t❛t✐ ♦tt❡♥✉t✐
❛tt❡st❛♥♦ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐tà ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞✐ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ❢♦r♥✐r❡ st✐♠❡ ❞✐ ♣♦s❛ ❝♦♥ ✐♥❝❡rt❡③③❡
✐♥❢❡r✐♦r✐ ❛❧ ♠✐❧❧✐♠❡tr♦ s✉❧❧❛ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❡ ❛❧ ❣r❛❞♦ s✉❧❧✬♦r✐❡♥t❛③✐♦♥❡✳
◆❡❧❧❛ ♣❛rt❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡❧ ♠✐♦ ❞♦tt♦r❛t♦✱ ❧❡ ♠✐❡ ❛tt✐✈✐tà s✐ s♦♥♦ ✐♥❝❡♥tr❛t❡ s✉❧❧♦ s✈✐❧✉♣♣♦
❞✐ ✉♥❛ str❛t❡❣✐❛ ❞✐ st✐♠❛ ♣❡r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ tr❛ ❞✉❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❜❛s❛t❛ s✉ ✉♥ ✜❧tr♦
❞✐ ❑❛❧♠❛♥ ❡st❡s♦ ✭❊❑❋✮✱ ✐❧ q✉❛❧❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛ s♦❧❛♠❡♥t❡ ❧❡ ♠✐s✉r❡ ❢♦r♥✐t❡ ❞❛ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞✐
✈✐s✐♦♥❡ st❡r❡♦ ♠♦♥t❛t♦ ❛ ❜♦r❞♦ ❞❡❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❤❛s❡r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❛❧❧❛ st✐♠❛ ♣r❡s✉♣♣♦♥❡
❝❤❡ ❧❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛ ❞❡❧ t❛r❣❡t s✐❛ ♥♦t❛ ♥❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❡ ♠❛♥♦✈r❡ ❞✐ ♣r♦ss✐♠✐tà
❤❛♥♥♦ ✐♥✐③✐♦✳ ◆❡❧❧✬♦tt✐❝❛ ❞✐ ✉♥❛ ❢✉t✉r❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ s❝❤❡♠❛ ❞✐ ✜❧tr❛❣❣✐♦ ❛
❜♦r❞♦ ❞❡❧❧❡ ✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r✐ ❞❡❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ ❞✐ t❡rr❛✱ ✐❧ ✜❧tr♦ è st❛t♦ s❝r✐tt♦ ✐♥ ❧✐♥❣✉❛❣❣✐♦
❈✴❈✰✰✳ ▲❡ ♣r❡st❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ✜❧tr♦ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ s✈✐❧✉♣♣❛t♦ s♦♥♦ q✉✐♥❞✐ ✈❛❧✉t❛t❡ ✐♥ ❞✉❡
❞✐✛❡r❡♥t✐ s❝❡♥❛r✐✳ ◆❡❧ ♣r✐♠♦ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐❧ ✜❧tr♦ è ❛♣♣❧✐❝❛t♦ ❛❞ ✉♥ ❝♦♥t❡st♦ s♣❛③✐❛❧❡ ♥❡❧
q✉❛❧❡ ✐❧ ♠♦t♦ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞✐ ❞✉❡ s❛t❡❧❧✐t✐ è r✐♣r♦❞♦tt♦ ♣❡r ✈✐❛ ♥✉♠❡r✐❝❛✳ ◆❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ❝❛s♦
✐♥✈❡❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞❡❧ s❡t✉♣ ❞✐ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦ s♦♥♦ ♠♦❞❡❧❧❛t❡ ✐♥ ✉♥ ❛♠❜✐❡♥t❡
❞✐ s✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ✸❉✳ ▲❛ str❛t❡❣✐❛ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ è ✐♥ ✉❧t✐♠❛ ✐st❛♥③❛ t❡st❛t❛ ♣❡r ✈✐❛
s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡ ❣r❛③✐❡ ❛❧❧✬✉t✐❧✐③③♦ ❞❡❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ s❛t❡❧❧✐t❛r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡
♣r♦♣♦st♦ ❞✐♠♦str❛ ❞✐ ❡ss❡r❡ ❝❛♣❛❝❡ ❞✐ st✐♠❛r❡ ❧♦ st❛t♦ r❡❧❛t✐✈♦ tr❛ ✐ ❞✉❡ s❛t❡❧❧✐t✐ ❝♦♥
❛❝❝✉r❛t❡③③❡ ❞❡❧❧✬♦r❞✐♥❡ ❞❡❧ ❝❡♥t✐♠❡tr♦ s✉❧❧❛ ♣♦s✐③✐♦♥❡ ❡ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ s✉❧❧✬♦r✐❡♥t❛③✐♦♥❡✳
◆❡❧❧♦ st❛t♦ ❛tt✉❛❧❡✱ ✐❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ s❛t❡❧❧✐t❛r❡ ❞✐ t❡rr❛ ❙P❆❘❚❆◆❙ s✐ ❝♦♠♣♦♥❡ ❞✐
✉♥✬✉♥✐tà s❛t❡❧❧✐t❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❛✱ ❞✐ ✉♥ t❛✈♦❧♦ ❞✐ t❡st ❝♦♥ ✉♥❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❞✐ 3 x2 m2✱ ❞✐ ✉♥
s✐st❡♠❛ ❞✐ ♥❛✈✐❣❛③✐♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❜❛s❛t♦ s✉❧ s✐st❡♠❛ ❞✐ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❡ ❞✐ ✉♥❛ ❈♦♥✲
tr♦❧ ❙t❛t✐♦♥ ❡st❡r♥❛✳ ◆❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧❛ ❝♦str✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ s❡❝♦♥❞❛ ✉♥✐tà s❛t❡❧✲
①❧✐t❛r❡ s❛rà ✉❧t✐♠❛t❛✱ ✐❧ s✐♠✉❧❛t♦r❡ ♣❡r♠❡tt❡rà ❧✬❡s❡❝✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♠❛♥♦✈r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣❡r
❧✬✐♥✈❡st✐❣❛③✐♦♥❡ ❡ ❧♦ st✉❞✐♦ ❞✐ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ ✈♦❧♦ ✐♥ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡✱ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s
❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ ♠❛♥♦✈r❡ ❞✐ ♣r♦ss✐♠✐tà✳
❆❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❊♥r✐❝♦ ▲♦r❡♥✲
③✐♥✐ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② P❤✳❉✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ▼❛r❝♦
P❡rt✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳
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✺✳✺✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✻✶

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✳✶ ❆rt✐st✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ●❘❆❈❊ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ▲■❙❆ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✷ ❲♦r❦ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ str✉❝t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t② s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷ ❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✸ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡t♦♣ ❛♥❞ ✉♠❜r❡❧❧❛ ♣r♦✈✐❞❡s
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉♠❜❜❡❧❧ ✐s ❢r❡❡ t♦
r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t r♦❧❧ ❛♥❞ ②❛✇ ❛①❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✺ ▼❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✻ ❚❤r❡❡✲❥♦✐♥t s②st❡♠✿ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛①❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞
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✷✳✽ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉❜s②st❡♠✳ ✷✸
✷✳✾ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✶✵ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛✲
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✷✳✶✶ ▼❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❙✉❜s②s✲
t❡♠ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✶✷ ❚❡st t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧❛❜❧❡ st❡❡❧ ❧❡❣s✱ r✉❜❜❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧✳
❚❤❡ ❣❧❛ss s❤❡❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✶✸ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
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✷✳✶✹ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡ ✇✐r❡ st✐✛♥❡ss ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✶✺ ▲❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✸✽
✷✳✶✻ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✸✾
✷✳✶✼ ❆✉t♦♥♦♠② ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢
200 bar ✐♥ t❤❡ t❛♥❦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✶ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✿ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✶ t♦ ✹ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✸ ❙✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✹ ❙❡♠✐✲♣❧❛♥❡ π ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ (P1, P2, C)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✺ ❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π ♦❢ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛❜♦✉t nx✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✻ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✼ ▲❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✽ ■♠❛❣❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❝❦✲✉♣ ❛s ✐t ✐s
s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✾ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝r♦ss❡s s❤♦✇✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r✳ ✻✽
✸✳✶✵ ❆♥❣❧❡ ❡rr♦r✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ r♦t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶✶ ❊①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ✭✸✳✶✷❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✷❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✶✸ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550 − 2200 mm✱ 2150 −
1850 mm ❛♥❞ 1800− 1500 mm✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✶✹ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♣♦s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ (2− 30) deg✱
(32− 60) deg ❛♥❞ (62− 90) deg✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✶✺ P♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s❧✐❞❡ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✶✻ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ✭✸✳✶✻❛✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✻❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✶✼ P♦s✐t✐♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550 − 2200 mm✱ 2150 −
1850 mm ❛♥❞ 1800− 1500 mm✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✶✽ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550−2200 mm✱ 2150−
1850 mm ❛♥❞ 1800− 1500 mm✳ P✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
♦♥ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ♠♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❊❉ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❧✐❣❤t✲
✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✷ ▼❡❛s✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❊❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✸ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✺ ❖❋❙ ♠♦t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❛✐❞❡❞ ❖❋❙
❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✼ ❆♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st ♠❛♥❡✉✈❡r✳ ❚❤❡ r❡❞
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
♠♦t♦r✐③❡❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛❣❡✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❖❋❙ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✽ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ●✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡s
r❡❢❡r t♦ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡❞ ❧✐♥❡s t♦ ❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊rr♦rs
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✾ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣♦s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✱ r❡❞ ❞♦ts ❛♥❞
❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❖❋❙✱ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❊❑❋ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
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♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥♦r
✉♥♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈❡♥ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♠✐ss✐♦♥✳
❙❋❋ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♠❛♥② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦✇♥s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♥♦✲
❧✐t❤✐❝ ♠✐ss✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✿ ✭✶✮ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❛s❦s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❛✲
t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛✉♥❝❤❡rs❀ ✭✷✮ ♥❡✇ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✮❀ ✭✸✮ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❢❛✐❧✉r❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥
✐♥❤❡r❡♥t r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✭✹✮
❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❧♦✇❡r ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣✱
❛t s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ s❡r✐❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♠❛❦❡ t❤✐s ♠✐ss✐♦♥
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❞❛t❛ r❡❧❛②
✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❛♥❞ ❊❛rt❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ♠❛♣♣✐♥❣✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛②❧♦❛❞s ✐♠♣♦s❡ str✐♥❣❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t
❛❢t❡r♠❛t❤s ❛s✿ ✭✶✮ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭●◆✫❈✮ str❛t❡❣✐❡s❀ ✭✷✮
♦❢t❡♥✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts❀ ✭✸✮ ✐♥t❡r✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❧✐❦❡ ♦♥✲♦r❜✐t s❡r✈✐❝✐♥❣ ✭❖❖❙✮✱ ❛❝t✐✈❡ ❞❡❜r✐s r❡♠♦✈❛❧ ✭❆❉❘✮✱ ❝♦♠❡t ❛♥❞ ❛st❡r♦✐❞
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲s♣❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛ss❡♠❜❧②✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❞✐❝✲
t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦s ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦r ❞❡❧❛②s
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r ♥❛t✉r❛❧✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
♦r ♥♦t ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s t❛s❦ ✐s str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭t❛r❣❡t✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
s♣❛❝❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❝❤❛s❡r s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❡st✐♠❛t❡ ✐ts ♣♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆❝t✐✈❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡ts ❡①♣❧♦✐ts ❞❡❞✐✲
❝❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❋❋ ♦r ❖❖❙ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✿ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❢♦r ❖❖❙ ♦r ❆❉❘ ♠✐ss✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
t❛r❣❡t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ♦r❜✐t✐♥❣ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦r ❛ ❞❡❜r✐s✱ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦♥ ♦r❜✐t ✇❤❡♥ t❤❡
✐♥s♣❡❝t✐♦♥✴s❡r✈✐❝✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✐s ♣r♦✈✐❞❡❞❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✐♥st❡❛❞ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ t❛r❣❡ts ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡❜r✐s r❡♠♦✈❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠❡ts ❛♥❞ ❛st❡r♦✐❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳
❲✐t❤♦✉t r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
✶✳✶✳ ❙P❆❈❊❈❘❆❋❚ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ▼■❙❙■❖◆❙ ✸
s❝❡♥❛r✐♦s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ●◆✫❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ r❡❧❡✈❛♥t
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♣r✐♦r t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ♦r❜✐t✳ ●r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡r❛ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠❡❛♥
❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ s♣❛❝❡ s②st❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✱ ❛t
s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥✲♦r❜✐t t❡st✐♥❣
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ s♣❛❝❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢
❝♦♥❝❡r♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡s ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t
✢②✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✱ ❡❛s②
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ t❡st❜❡❞s ❢♦r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ r♦❜♦t✐❝ s②s✲
t❡♠s✳ ❚♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✱ ❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡st❜❡❞ ✭❋❈❚✮✱
❉▲❘ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❡st ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ✭❚❊❆▼❙✮ ❛♥❞ ●❡♦r❣✐❛ ❚❡❝❤ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙♣❛❝❡❝r❛❢t
❚❡st✐♥❣ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙♣❛❝❡ ✭❆❙❚❘❖❙✮✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡❞
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ✉♣ t♦ ✜✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ▼■❚ ❙②♥❝❤r♦✲
♥✐③❡❞ P♦s✐t✐♦♥ ❍♦❧❞ ❊♥❣❛❣❡ ❛♥❞ ❘❡♦r✐❡♥t ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭❙P❍❊❘❊❙✮ ♣r♦❥❡❝t
✐s ♣❡❝✉❧✐❛r ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❧❡✱ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡
❙t❛t✐♦♥✱ ✐t ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ s✐① ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♠♦t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞✳
✶✳✶ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧✐❣❤t ♠✐ss✐♦♥s
❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧✐❣❤t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♣✲
❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥
❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜✲
t❛✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
♣❛②❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐✲
t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡❛s ❛♥❞✴♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳
❈✉rr❡♥t❧②✱ ♥✉♠❡r♦✉s s♣❛❝❡❝r❛❢t ❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ t♦
❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❚❛♥❉❊▼✲❳ ♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❙♣❛❝❡ ❆❣❡♥❝② ✭❉▲❘✮✱ ✐s ❝♦♥✲
❝❡✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧ ❊❧❡✈❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✷ ♠ ❛♥❞ ✷ ♠✱ ❛s ❛ ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❛t❡❧❧✐t❡s ✢②✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ r❛❞❛r r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ ❛ r❛❞❛r
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ ✶ ❦♠✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ st❛rt❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❛s❦s ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ②❡❛rs✳
❚❤❡ ●❘❆❈❊ ✭●r❛✈✐t② ❘❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❈❧✐♠❛t❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✮ ♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r s✉❝✲
❝❡ss❢✉❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t ♠✐ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ ❛ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ♦r❜✐t✳
❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❉▲❘ ❛♥❞ ◆❆❙❆✱ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ❣r❛✈✐t② ✜❡❧❞ ❛♥♦♠❛❧✐❡s t♦ ❣❛t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s
♦❢ ❣❡♦❧♦❣②✱ ♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❝❧✐♠❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✷✱ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ t✇♦ t✇✐♥ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✢②✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦❧❛r ♦r❜✐t ❛♥❞
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛s❡r r❛♥❣❡ s②st❡♠s✱ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❣♦❛❧s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s❛t❡❧❧✐t❡s (10 µm) ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✜❡❧❞ ❛♥♦♠❛❧✐❡s✳
❚❤❡ ❊✈♦❧✈❡❞ ▲❛s❡r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❙♣❛❝❡ ❆♥t❡♥♥❛ ✭❡▲■❙❆✮ ✐s ❛ ❊❙❆ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s✳ ❚❤r❡❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥✲❦✐❧♦♠❡t❡rs ❛r♠s ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥
❛ ❊❛rt❤✲❧✐❦❡ ❤❡❧✐♦❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐t✳ ❡▲■❙❆ ✇✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐ts ❛r♠s✱ ❛s s❡♥s❡❞ ❜② ❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
♠✐ss✐♦♥ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✸✹✳
✶✳✷✳ ❙P❆❈❊❈❘❆❋❚ P❘❖❳■▼■❚❨ ❖P❊❘❆❚■❖◆❙ ✺
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆rt✐st✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ●❘❆❈❊ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ▲■❙❆ ✭r✐❣❤t✮✳
✶✳✷ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❛ ❣r❡❛t ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♣r♦①✐♠✐t② ♥❛✈✲
✐❣❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s t❤❡
❘✉ss✐❛♥ ❑✉rs s②st❡♠✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ♦❢ t❤❡ ❙♦②✉③ ❛♥❞ Pr♦❣r❡ss ✈❡❤✐❝❧❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ s♣❛❝❡ st❛t✐♦♥ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s②st❡♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❘❛❞✐♦✲❋r❡q✉❡♥❝② ❛♥t❡♥♥❛s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛♥❣❡✱
r❛♥❣❡✲r❛t❡✱ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♠❛ss ❜✉❞❣❡ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳
❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢
●❧♦❜❛❧ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❙②st❡♠ ✭●◆❙❙✮ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛s ♦♥ ❜♦❛r❞ t❤❡ ❝❤❛s❡r
❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t
✉♥✐ts t♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❬✸❪✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●◆❙❙ s✐❣♥❛❧s✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ●◆❙❙✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❖♣t♦✲❊❧❡❝tr♦♥✐❝
✭❖❊✮ ❞❡✈✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✐❣❤t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❘❛♥❣✐♥❣ ✭▲■❉❆❘✮ s②st❡♠✱ ♦r ♣❛ss✐✈❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ♦r st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s t❤❛t
t❤❡② ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐♥ ♦r❞❡r ♣r♦✲
✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✈✐❞❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts✳
■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦s❡ ♦❢
❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t♦rs
❛✐♠❡❞ ❛t ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❖❖❙ ❛♥❞ ❙❋❋ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❡st ❙❛t❡❧❧✐t❡ Pr♦❣r❛♠ ✭❊❚❙✲
❱■■✮✱ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✶✾✾✼✱ t❤❡ Pr♦①✐♠✐t② ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❙❡♥s♦r ✭P❳❙✮ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆❣❡♥❝② ♦❢ ❏❛♣❛♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❞♦❝❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ P❳❙ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❝❤❛s❡r ❞♦❝❦✐♥❣ ❢r❛♠❡s✳ ❊❚❙✲❱■■ ✇❛s
t❤❡ ✜rst ✉♥♠❛♥♥❡❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r❡♥❞❡③✈♦✉s ❞♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳
❚❤❡ ❯❙✲s♣♦♥s♦r❡❞ ❉❆❘P❆✬s ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ✇❛s ❝♦♥✲
❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ❛✐♠❡❞ ❛t ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ s❡r✈✐❝✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✱ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❝❛♣t✉r❡✱ ❞♦❝❦✲
✐♥❣✱ ✢✉✐❞ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥✐ts ✭❖❘❯✮ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡❞
♦❢ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t✿ t❤❡ ❇♦❡✐♥❣✬s ❆❙❚❘❖ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠ ❛♥❞
✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆❊❳❚s❛t s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ s❡r✲
✈✐❝❡❛❜❧❡ ✉♥✐t ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦r♥❡r ❝✉❜❡ r❡✢❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦❝❦✐♥❣ s❡♥s♦r
❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❱✐❞❡♦ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❙❡♥s♦r ✭❆❱●❙✮✱ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❉❆❘❚ ♠✐ss✐♦♥✳ ❖r❜✐t❛❧ ❡①♣r❡ss ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❖❘❯✳
❚❤❡ P❘■❙▼❆ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡✛♦rt ❜❡t✇❡❡♥ ❙✇❡❞✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡
❇♦❛r❞ ✭❙◆❙❇✮✱ ❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬❊t✉❞❡s ❙♣❛t✐❛❧❡s ✭❈◆❊❙✮✱ ●❡r♠❛♥ ❛❡r♦s♣❛❝❡ r❡✲
s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡r ✭❉▲❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉❛♥✐s❤ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❉❚❯✮ ❛✐♠❡❞ ❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
♦♥ ♦r❜✐t ●◆✫❈ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡♥s♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢
❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t ❛♥❞ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❚❤❡ P❘■❙▼❆ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s♣❛❝❡✲
❝r❛❢t ♥❛♠❡❧② ▼❛♥❣♦✱ t❤❡ ❝❤❛s❡r✱ ❛♥❞ ❚❛♥❣♦✱ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❱✐s✐♦♥
❇❛s❡❞ ❙❡♥s♦r ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✲
s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ♠♦✉♥t❡❞ ❛❜♦❛r❞ ▼❛♥❣♦✱
❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ✭▲❊❉s✮ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❢❛r r❛♥❣❡ ❝❛♠❡r❛
✶✳✸✳ ❚❍❊❙■❙ ❖❯❚▲■◆❊ ✼
✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ♦♥❧② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♣ t♦ 500 km✱ ✇❤✐❧❡ ❛
s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝❛♠❡r❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♣♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ t❛r❣❡t✬s ▲❊❉s✱
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠❡t❡rs t♦ ❢❡✇ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳
✶✳✸ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡
■♥ t❤❡ ❧❛st s❡✈❡♥ ②❡❛rs✱ ❛ t❡❛♠ ♦❢ P❤✳❉✳ st✉❞❡♥ts✱ ▼❛st❡r ❉❡❣r❡❡ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ s♦♠❡
❈■❙❆❙ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❧❡❛❞❡❞ ❜② ♣r♦❢✳ ❊♥r✐❝♦ ▲♦r❡♥③✐♥✐ ♦❢ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❉■■✮ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❞♦✈❛ ❤❛s ❜❡❡♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡✱ ❝✉rr❡♥t❧②
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❙❋❋ ❛♥❞ ❖❖❙✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❙P❆❝❡❝❘❛❢t ❚❡st❜❡❞ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ♣r♦①✐♠✐t②
♦♣❡r❛t✐♦◆s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❙ ✭❙P❆❘❚❆◆❙✮ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❛✐♠ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ t❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✱ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦
♦r ♠♦r❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ●◆✫❈ str❛t❡❣✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♥❡✇ s❡♥s♦rs ❛♥❞
❛❝t✉❛t♦rs ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥❡✇ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡
♠✐ss✐♦♥s✳
❉✉r✐♥❣ ♠② P❤✳❉✳ ■ ❣❛✈❡ ♠② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✿
• ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
t❡st❜❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s r❡❣❛r❞s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✲
✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠❀
• ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✴❈✰✰✱ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ♦r❜✐t ❛♥❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠♦❞✉❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♦♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞❀
• ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t❀
• ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ t❛r❣❡t✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠② ❞♦❝t♦r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❲♦r❦ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ str✉❝t✉r❡✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ t❡st❜❡❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ t❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠ ❢♦r
r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❆❢t❡r ❞✐s❝✉ss✐♥❣
t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❝✉st♦♠✲
♠❛❞❡ s❡t ♦❢ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐ts t❤r❡❡ ♠❛✐♥
♣❛rts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✲❢r♦♠✲t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♦✉t❧✐❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞
r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✶✳✸✳ ❚❍❊❙■❙ ❖❯❚▲■◆❊ ✾
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛r❡
s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
s❤❛r❡❞✱ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦✲
r❛t♦r② ❛♥❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡♥s♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝♦♠✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
✐♥ ✐ts ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ✜rst✱ ❛ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛✲
t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳ ❆❢t❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❛❞♦♣t❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❛s✲
s❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t
s❤♦rt r❛♥❣❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣ ❛r❡
r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✸❉ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✐♥❣ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ s♣❛❝❡❝r❛❢t
✉♥✐ts✳

❈❤❛♣t❡r ✷
❋♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t ❤❛r❞✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦r
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞ ❢♦r ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛❧❧❡❞ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❈❡♥t❡r ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ❛♥❞
❆❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦r ❙♣❛❝❡ ✭❈■❙❆❙✮ ✧●✳ ❈♦❧♦♠❜♦✧ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❞♦✈❛✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛✐♠ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢❛❝✐❧✐t② t♦ ❝❛rr② ♦✉t r❡s❡❛r❝❤ ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t ✭❙❋❋✮✱ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ✭❘❱❉✮ ❛♥❞✱ ✐♥
❛ ❜r♦❛❞❡r s❡♥s❡✱ ♦♥✲♦r❜✐t ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ s✐♠✉❧❛✲
t♦r ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♠✐❝✱ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s r❡❛s♦♥❛❜❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✢②✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♥✲♦r❜✐t✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❡✲
❤✐❝❧❡s t❡st❜❡❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭●◆✫❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t ❧❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
t❡st❜❡❞ ❛r❡✿
• ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✢②✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②❀
• ❡❛s② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣❀
• ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss❀
• ❡❛s✐❧② r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ s②st❡♠❀
• r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❛❢❡t②✳
✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ ❛♥ ♦♥✲♦r❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♠✐♥✐ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✉♣♣❡r ♣❛rt✱ ❝❛❧❧❡❞
❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ ✭❆▼✮✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ ❛
❧♦✇❡r ♣❛rt✱ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ✭❚▼✮✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ❧♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ t❡st❜❡❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛ ❈♦♥tr♦❧ ❙t❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣✉t❡r✮✱ ❛ ❣❧❛ss✲❝♦✈❡r❡❞ ✢❛t t❛❜❧❡
t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♠✐♥✐ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ✭■❘✮
❝❛♠❡r❛s ❜❛s❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦✲
s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✱ ✇❤✐❧❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t② s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r ✐s
❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✢❛t
t❛❜❧❡ t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ❢✉❧❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
■❘ ❝❛♠❡r❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱
s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✷✳✷✳ ❘❊❱■❊❲ ❖❋ ❙P❆❈❊❈❘❆❋❚ ❙■▼❯▲❆❚❖❘❙ ✶✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳
✷✳✷ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❙✐♠✉❧❛t♦rs
❙♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❡①✲
♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡r❛ ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s ❛♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ s♦♠❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞s✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r♦❛❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
✐❢ t❤❡ ✷✶t❤ ❝❡♥t✉r② ♦❢ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣s s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♣❧❛♥❛r✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❡st ❢❛❝✐❧✐t✐❡s
s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡✿ ❛ t❤✐♥ ❛✐r ❧❛②❡r ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧♠♦st t♦rq✉❡✲❢r❡❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r❝❡✲
❢r❡❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
P❧❛♥❛r s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♥❣
♦✈❡r ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t✱ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞
✢❡①✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ♣❧❛♥❛r t❡st❜❡❞s r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s♦✲
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s②st❡♠s
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❧✉t✐♦♥✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t❛♥❢♦r❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣ t❡st ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❜♦t✐❝ ❛r♠s ❢♦r ♦♥✲♦r❜✐t s❡r✈✐❝✐♥❣✱ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❱✐❝t♦r✐❛ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r t❡st❜❡❞ t♦ t❡st
r♦❜♦t✐❝ ❛r♠s ❥♦✐♥t tr❛❥❡❝t♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥❡✉✈❡rs ✐♥ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t❧②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘♦♠❡ ▲❛ ❙❛♣✐❡♥③❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ P■◆❖❈❈❍■❖ ✭P❧❛t❢♦r♠ ■♥✲
t❡❣r❛t✐♥❣ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖r❜✐t❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❈❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❍♦st✐♥❣ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❖♥✲❜♦❛r❞✮
t❡st❜❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ t❡st ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❞✉r✐♥❣ s♣❛❝❡
r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✺❪✳
❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣ s②st❡♠s ✐❞❡❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs ✐♥
t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s
❞✐✣❝✉❧t ❢r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s✳
❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❛❜❧❡t♦♣
❛♥❞ ✉♠❜r❡❧❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮ ❛♥❞ ✷✳✸✭❜✮✮✱ ❜✉t r♦❧❧ ❛♥❞
♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ±✾✵ deg✳ ❯✳❙✳ ❆r♠② ❇❛❧❧✐st✐❝
▼✐ss✐❧❡ ❆❣❡♥❝②✱ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ❛♥❞ ◆❆❙❆ ●♦❞❞❛r❞ ❙♣❛❝❡ ❋❧✐❣❤t ❈❡♥t❡r
✷✳✷✳ ❘❊❱■❊❲ ❖❋ ❙P❆❈❊❈❘❆❋❚ ❙■▼❯▲❆❚❖❘❙ ✶✺
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞s✳
❚❊❙❚❇❊❉ P❘❖❙ ❈❖◆❙
❖♥✲♦r❜✐t t❡st❜❡❞s ❋✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡
P❛r❛❜♦❧✐❝ ✢✐❣❤ts
●♦♦❞ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❊①♣❡♥s✐✈❡
❊❛s② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t
▼✐❝r♦❣r❛✈✐t② t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇
❧❛sts ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵s
❉r♦♣ t♦✇❡rs ❊①❝❡❧❧❡♥t ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
❊①♣❡♥s✐✈❡
❖♥❧② ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ♦❢
♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
❲❛t❡r t❛♥❦s
▲♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
●♦♦❞ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
❱✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s✴t♦rq✉❡s ❲❛t❡r
r❡s✐st❛♥t ♣❛②❧♦❛❞ r❡q✉✐r❡❞
❙♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs
▲♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
●♦♦❞ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②
❊❛s② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
❉✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ ❜❡
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r
P❛rt✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❞❡❣r❡❡s✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠
✇❡r❡ ❛t t❤❡ ❢♦r❡❢r♦♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❛❜❧❡t♦♣ ❛♥❞ ✉♠❜r❡❧❧❛ st②❧❡ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣s
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✉♠❜❜❡❧❧✲st②❧❡ ❛✐r✲
❜❡❛r✐♥❣s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❝✮✮✱ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❜♦t❤ r♦❧❧ ❛♥❞ ②❛✇ ❛①❡s✿ t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t✇♦
♦♣♣♦s✐♥❣ ❛r♠s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦✉♥t✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥✬s ❚r✐❛①✐❛❧ ❆✐r ❇❡❛r✐♥❣ ❚❡st❜❡❞ ❛♥❞ ❱✐r❣✐♥✐❛ ❚❡❝❤✬s
❲❍❖❘▲✲■■ r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✉♠❜❜❡❧❧✲st②❧❡✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞s✳
❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✿ t❤❡②
❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♣ t♦ s✐① ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✲
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠❛♥❡✉✈❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs✱
r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣✱ ♦♥✲♦r❜✐t s❡r✈✐❝✐♥❣✱ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧②✳
❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡
❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✱ ❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡st❜❡❞
✭❋❈❚✮ ❬✻❪✱ ❉▲❘ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❡st ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ✭❚❊❆▼❙✮ ❬✼❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❛✮ ❛♥❞ ●❡♦r❣✐❛ ❚❡❝❤ r❡❛❧✐③❡❞
t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❚❡st✐♥❣ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙♣❛❝❡ ✭❆❙❚❘❖❙✮ ❬✽❪
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❜✮✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ✜✈❡
✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
✭❛✮ ❚❛❜❧❡t♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✭❜✮ ❯♠❜r❡❧❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✭❝✮ ❉✉♠❜❜❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡t♦♣ ❛♥❞ ✉♠❜r❡❧❧❛ ♣r♦✈✐❞❡s
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉♠❜❜❡❧❧ ✐s ❢r❡❡ t♦ r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t r♦❧❧
❛♥❞ ②❛✇ ❛①❡s✳
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ▼■❚ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ P♦s✐t✐♦♥ ❍♦❧❞ ❊♥❣❛❣❡ ❛♥❞ ❘❡♦r✐❡♥t ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭❙P❍❊❘❊❙✮ ♣r♦❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t
t❡st❜❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❋❧❛t ❋❧♦♦r ❛♥❞ ●❧❛ss
❚❛❜❧❡ t❡st ❢❛❝✐❧✐t② ❛t ❙❙▲ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ t❡st❜❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡✱
♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙P❍❊❘❊❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛
❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✾❪✳
✷✳✸✳ ❆❚❚■❚❯❉❊ ▼❖❉❯▲❊ ✶✼
✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❡st ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
❚❊❆▼❙ t❡st❜❡❞ ❬✼❪✳
✭❜✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❡st ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
❆❙❚❘❖❙ t❡st❜❡❞ ❬✽❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞s✳
✷✳✸ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡
❚❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ ✭❆▼✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞
❛s ✐t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♦♥✲♦r❜✐t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ♠❛✐♥
s✉❜s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs✿
• ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✉❜s②st❡♠❀
• ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✉❜s②st❡♠ ✭❆❉❈❙✮❀
• Pr♦♣✉❧s✐♦♥ s✉❜s②st❡♠❀
• ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ P♦✇❡r s✉❜s②st❡♠❀
• ❖♥✲❜♦❛r❞ ❉❛t❛ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s✉❜s②st❡♠✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞
❆▼ s✉❜s②st❡♠s✳
✷✳✸✳✶ ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ❆▼ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ sq✉❛r❡❞✲❜❛s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✲s❤❛♣❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤♦s❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ 54 cm x 54 cm x 40 cm✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✿
• ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ 20 mm x 20 mm ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❚✲
❣r♦♦✈❡s✱ ❥♦✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ q✉✐❝❦ ❝♦♥♥❡❝t♦rs❀
✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
• ❢♦✉r ♠❛✐♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛t❡s✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤♦✉s❡ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t❀
• r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦r♥❡r ♣❧❛t❡s❀
• r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛t❡s❀
• r✐❣❤t ❛♥❣❧❡ ❜r❛❝❦❡ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❞ ❣❛s t❤r✉st❡rs s②st❡♠❀
• ✜✈❡ r❡♠♦✈❛❜❧❡ 3 mm t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❡ts❀
• ❛ t❤r❡❡✲❥♦✐♥t s②st❡♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡✳
❈♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r
❚✲♥✉ts ♦r s❧✐❞✐♥❣ ♥✉ts✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❡ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ t❤❛t s❤✐❡❧❞s t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s
❛ s✉♣♣♦rt ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❡ts ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❛✈♦✐❞
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❆▼ str✉❝t✉r❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▼❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡✳
✷✳✸✳ ❆❚❚■❚❯❉❊ ▼❖❉❯▲❊ ✶✾
❚❤❡ t❤r❡❡✲❥♦✐♥t s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❡♥❛❜❧❡ tr✐❛①✐❛❧ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❆▼✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❥♦✐♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❛①❡s ♠❡❡ts ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ r♦❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r ❤♦✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❥♦✐♥t✱ ✇❤♦s❡ ❛①✐s
✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭②❛✇ ❛①✐s✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❛①❡s ❛❧❧♦✇
r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ r♦❧❧ ❛①❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❆▼ t♦ ❢r❡❡❧② r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ r♦❧❧ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s ❛r❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ±40 deg✳
■♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿ ✭❛✮ t❤❡ ❆▼ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss
✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❆▼ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❆▼ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦rq✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤r❡❡✲❥♦✐♥t s②st❡♠✿ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛①❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞
❜❧✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
✷✳✸✳✷ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ❆❉❈❙ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞s s✉❜s②st❡♠✳
❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ s❡♥s♦rs✱ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❱❡rt✐❝❛❧✲▲♦❝❛❧ ❍♦r✐③♦♥t❛❧
✭▲❱▲❍✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✿
• t❤r❡❡ ❆✈❛❣♦ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❍❊❉▼ ✺✺✵✵✲❇✶✸ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡rs ✭◗❊✮✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥ts ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞✐✲
r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛♥❣❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 0.09 deg✳
❚❤❡ ◗❊ ♠♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳
• ❛ ▼✐❝r♦str❛✐♥ ✸❉▼✲●❳✶ ■♥❡rt✐❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♥✐t ✭■▼❯✮✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◗❊ s②st❡♠ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ■▼❯✱ t❤❡ ◗❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡
❞r✐❢t ❛♥❞ ❜✐❛s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ■▼❯✳
❆ ❉❯❖✲▼ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❤❛♥✲
❞❧✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘✲
❚❆◆❙ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛ ✐s
❛ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t s②st❡♠ ✭♠❛ss✿ 6.5 g✱ ❜❛s❡❧✐♥❡✿ 3 cm✮ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ s❤✉tt❡r✱
✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭170 deg✮ ❛♥❞ ❢r❛♠❡✲r❛t❡s ✉♣ t♦ 320 fps ❛t 320 x120 pxl✳
❆♥ ❖❞r♦✐❞ ❳❯✸ s✐♥❣❧❡ ❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❧❧❡❝ts ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞
s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧
✭●◆✫❈✮ t❛s❦s✳ ❈✉st♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ ❛✈✐♦♥✐❝s ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ✭❚❤r✉st❡rs ❈♦♠♠❛♥❞ ❇♦❛r❞✮✳
✷✳✸✳✸ Pr♦♣✉❧s✐♦♥ s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r
❜♦t❤ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t♦ st♦r❡ ❛✐r ✉♣ t♦ 200 bar✳ ■t ❝♦♥s✐st ♦❢✿
✷✳✸✳ ❆❚❚■❚❯❉❊ ▼❖❉❯▲❊ ✷✶
• ❢♦✉r t❛♥❦s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞r② ❛✐r ❡q✉❛❧ t♦
4 Lt ✉♣ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 200 bar❀
• ❛ ✜❧❧ ❛♥❞ ✈❡♥t s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉✐❝❦ ❝♦♥♥❡❝t♦r ❛♥❞ t✇♦ ❜❛❧❧ ✈❛❧✈❡s✱ t♦ ❧♦❛❞
t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s②st❡♠❀
• ❛ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❛✐r ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 200 bar
t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ❛❝t✉❛t♦r✬s ♥♦③③❧❡✱ ✐✳❡✳ 10 bar❀
• st❡❡❧ ♣✐♣❡s ✜tt✐♥❣s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡
♦❢ 10 bar✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s✿
• ❢♦✉r s✐①✲✇❛②s ❛♥❞ t✇♦ t✇♦✲✇❛②s ♠❛♥✐❢♦❧❞s t❤❛t ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❛✐r ✢♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♦✉t❧❡t s✉♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤r✉st❡rs❀
• ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤r✉st❡rs✿
✶✷ t❤r✉st❡rs✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t♦rq✉❡s❀
✽ t❤r✉st❡rs✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r❝❡s❀
• ♣❧❛st✐❝ ♣✐♣❡s ✜tt✐♥❣s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❊❛❝❤ t❤r✉st❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲✈❛❧✈❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♥♦③③❧❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲✈❛❧✈❡
✐s ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✈❛❧✈❡ t❤❛t ♦♣❡♥s ✇❤❡♥ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✭12 − 24 VDC✮✱
❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛✐r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦③③❧❡ ✐s ❛ ▼✺ s❝r❡✇ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐❛❧ 0.75 mm
❞✐❛♠❡t❡r ❤♦❧❡✳
❚❤❡ ♠♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t✱ ❜②
♣r♦♣❡r❧② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✜r✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❜♦t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❛❧♦♥❣ ♦r ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❖◆✴❖❋❋ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲✈❛❧✈❡s ✇❤✐❧❡
❡①❡❝✉t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛ ♣✉❧s❡✲✇✐❞t❤✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❲▼✮ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳
✷✳✸✳✹ ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ P♦✇❡r s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉❜s②st❡♠ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚✇♦ 12 VDC ▲✐✲P♦
❜❛tt❡r✐❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s②st❡♠✳
♠♦❞✉❧❡✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝✉st♦♠ ❜♦❛r❞ ✇✐t❤ ❉❈✴❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡rs✱ s❡♥s♦rs✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❜♦❛r❞s ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉❜s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳
✷✳✸✳✺ ❖♥✲❜♦❛r❞ ❞❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
■♥ ✐ts ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ st❛t✐♦♥
❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r
♥❡t✇♦r❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❩✐❣✲❇❡❡✮✳ ❚✇♦ s❡♣❛r❛t❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✿ ✭✶✮ ❛ ❙✐♠✉❧❛t♦r✲t♦✲❙✐♠✉❧❛t♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧❧♦✇ t✇♦ ✉♥✐ts
✢②✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ❙✐♠✉❧❛t♦r✲t♦✲▲❛♣t♦♣ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦❢ t❡❧❡♠❡tr② ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r✴❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r t♦ s❡t✉♣ ❛♥❞ st❛rt ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❡st ❛♥❞✱ ♦♥❝❡ t❤❡ t❡st ✐s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳
❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ t②♣❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✿
✷✳✹✳ ❚❘❆◆❙▲❆❚■❖◆❆▲ ▼❖❉❯▲❊ ✷✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉❜s②st❡♠✳
✭✶✮ ■♥✐t✐❛t❡ ▲✐♥❦ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
✉♥✐ts❀
✭✷✮ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛ss✉r❡ t❤❛t ❝♦♠♠❛♥❞s s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♣t♦♣ ♦r ❢r♦♠ ❛
♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ♣❛rs❡❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts❀
✭✸✮ ❉❛t❛ ❘❡q✉❡st ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡q✉❡st t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛❝❦❡ts❀
✭✹✮ ❉❛t❛ ♠❡ss❛❣❡s s❡r✈❡ ❛s ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ s❤❛r❡ t❡❧❡♠❡tr②✱ ❤♦✉s❡❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥❞ ●◆✫❈
❞❛t❛❀
✭✺✮ ❈♦♠♠❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s✳
❆t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ♦♥❧② ❙✐♠✉❧❛t♦r✲t♦✲▲❛♣t♦♣ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s t❡st❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t♦r✲t♦✲❙✐♠✉❧❛t♦r ❧✐♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❆▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✳
✷✳✹ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡
❚❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ✭❚▼✮ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ♦❢ t❤❡
❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✳ ❚❤❡ ❚▼ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ✐t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❆▼ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐t
❡♥❛❜❧❡s ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲❝✉s❤✐♦♥ s②st❡♠✳ ■t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛s✐❧②
❝❤❛♥❣❡ ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❢ ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦r ❞❛♠❛❣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞❀
♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥✲❜♦❛r❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❚▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ♠❛✐♥ s✉❜s②st❡♠s✿
• ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✉❜s②st❡♠❀
• P♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠❀
• P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ✭P❆❉❙✮❀
• ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉❜s②st❡♠❀
• ❉❛t❛ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠✳
❆t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❚▼ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱
❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♥❡✉✈❡rs
❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❚▼ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✷✳✹✳✶ ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
• t✇♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛t❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❆▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s②st❡♠
❝✐r❝✉✐tr② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts❀
• t❤r❡❡ sq✉❛r❡✲s❤❛♣❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡s✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s❀
• t❤r❡❡ P❧❡①✐❣❧❛s ♣❧❛t❡s✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛✐r t❛♥❦s❀
• ❧❛t❡r❛❧ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❛♥❞ st✐✛❡♥✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❡❀
• ❛ ❝❡♥tr❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s✱ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛t❡✳ ❖♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❤♦✉s❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ t❤❡ ❚▼
str✉❝t✉r❡✳
✷✳✹✳ ❚❘❆◆❙▲❆❚■❖◆❆▲ ▼❖❉❯▲❊ ✷✺
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧❛❜❡❧❡❞✳
❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❚▼ str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✐r ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❦✐❞s ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝②❧✐♥❞❡r✮ ✐s r♦✉❣❤❧② ♦❢ 330 mm ✇❤✐❧❡✱ ✐❢
s❡❡♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥s✐❞❡
❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 330 mm✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡
❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠❛ss❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛✐r
s❦✐❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛ss t♦ ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝❧❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆▼ ❛♥❞ t❤❡ ❚▼ str✉❝t✉r❡s✳
❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✭❉❖❋✮✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛♥ ❜❡ r✐❣✐❞❧②
❥♦✐♥❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡ ❢❛❝t♦ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼
❛♥❞ t❤❡ ❆▼✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✸
❉❖❋ ✭✐✳❡✳ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r✐❣✐❞ r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧✮✱ t❤✉s ✐t
❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✳ ■♥ ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❧❛t❡ ✐s
r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ②❛✇ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛①✐s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✺ ❉❖❋ ❡♥❛❜❧❡❞✳
❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♥❛❧②s❡s
✭❋❊❆✮ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❧♦❛❞s ❛r❡ ✭✶✮ t❤❡
✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❆▼✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss ♦❢ ❛❜♦✉t 23 kg✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❛♥❦s✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢
❛❜♦✉t 8 kg ✐♥ ❢✉❧❧ ❛✐r ❝❤❛r❣❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ♦❢ K1 = 2.17 ❛♥❞ ♦❢ K2 = 1.5
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❆▼ ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❦s ♠❛ss✱ t❤❡ ❋❊❆ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r❡s❡❡♥
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❚▼ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ smax = 0.15mm✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✶✺ t✐♠❡s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✶✵❪✳
✷✳✹✳✷ P♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r✐③❡❞ ❛✐r ♦♥✲❜♦❛r❞
t❤❡ ❚▼ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ❛✐r ❧❛②❡r t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥
♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ ✭✶✮ t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡
❛✐r s❦✐❞s✳
❚❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ ❝✐r❝✉✐t✱ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
• t❤r❡❡ ❛✐r t❛♥❦s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ 1 Lt ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡
♦❢ 200 bar❀
• st❡❡❧ ♣✐♣❡s ✜tt✐♥❣s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts❀
• ❛ ✜❧❧ ❛♥❞ ✈❡♥t s②st❡♠ t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ ❛✐r t❛♥❦s❀
• ❛ t❤r❡❡✲✇❛②s ♠❛♥✐❢♦❧❞❀
• ♣❧❛st✐❝ ♣✐♣❡s ✜tt✐♥❣s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts❀
• ❛ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉♣♣❧② t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ❛✐r ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr② ❞r✐✈❡s t❤❡ ❛✐r✢♦✇ t♦ t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ❛✐r ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❦✐❞s ♦✉t❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❛r
s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❞r✐✈❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛✐r ❧❛②❡r t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜❛r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡✐❣❤t
✷✳✹✳ ❚❘❆◆❙▲❆❚■❖◆❆▲ ▼❖❉❯▲❊ ✷✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
▼♦❞✉❧❡✳
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ✭✶✮ ❡♥s✉r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❦✐❞s ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❢r✐❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤
s♠♦♦t❤ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛✐r st♦r❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞
t❤❡ ❚▼✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳✹✳
✷✳✹✳✸ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❙✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ✭P❆❉❙✮ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❚▼ ❤❛s ♦♥❧② t❤r❡❡ ❉❖❋ ❡♥❛❜❧❡❞✱ t❤❡ P❆❉❙ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧✳
❚❤❡ P❆❉❙ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
• t❤r❡❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ✭❖❋❙✮ ✉♥✐ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❆✈❛❣♦ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❆❉◆❙✸✵✽✵
♦♣t✐❝❛❧ ♠♦✉s❡ ❝❤✐♣✱ ❛ P❈❇ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥s❀
• ❛ ❧♦✇✲❝♦st ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❆r❞✉✐♥♦ ❯◆❖✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ P❆❉❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦r✳
✭❜✮ ❆r❞✉✐♥♦ ❯◆❖ ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ▼❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❙✉❜s②st❡♠
♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡✳
❚❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ❛r❡ ❧♦✇✲❝♦st ♠♦✉s❡✲❧✐❦❡ s❡♥s♦rs t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡♥s♦r✲✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤✲r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✉♣ t♦
♠♦r❡ t❤❛♥ 6400 fps✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❖❋❙✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ♣r♦♣❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛❧s♦ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳
❚❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❖❋❙✱ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢♦r ♣❛rs✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❚▼ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣
✐♥t❡r✈❛❧✳
✷✳✹✳✹ ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ P♦✇❡r s✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② r❡❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ ❜❛tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❛r❡ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❯◆❖ ❜♦❛r❞✱
✷✳✺✳ ❚❍❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘ ❚❊❙❚ ❚❆❇▲❊ ✷✾
t❤❡ t❤r❡❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✢♦✇ t♦ t❤❡ s❦✐❞s✳
✷✳✹✳✺ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❙✉❜s②st❡♠
❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣ s✉❜s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ♠❛❦❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❆▼ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ t②♣❡s
♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s❧✐♣ r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ②❛✇ ❛①✐s s✉♣♣♦rt✳
❚❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❯◆❖ ❜♦❛r❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ t♦ s❛✈❡ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ P❆❉❙ ❛♥❞ t♦ st♦r❡ ❤♦✉s❡❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛✳
✷✳✺ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t♦r ❚❡st ❚❛❜❧❡
❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘✲
❚❆◆❙ t❡st❜❡❞ ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r t❡st t❛❜❧❡✳ ❚❤❡
t❡st t❛❜❧❡ ❤❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s
❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
❚✇♦ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t②✿ ✭✶✮ t❤❡
t❛❜❧❡ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛t ❧❡❛st 2 x3 m ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 10−3 N✳ ❚❤❡ ✜rst
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❧❛tt❡r st❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts
✉♥❞❡r ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐ts ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦♦r✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✳
❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r❡s❡❡s t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣
✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ r✉❜❜❡r ❛♥❞ ❣❧❛ss s❤❡❡ts✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
st✐✛♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ t❛❜❧❡ ♣❧❛♥❛r✐t② ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❣r❛♥✐t❡ t❛❜❧❡s✱
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❛❜❧❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢
❥♦✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t❛❜❧❡s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t❡st s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥
❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
t❛❜❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧s♦
t❤✐s s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
• t✇♦ s❡ts ♦❢ ❧❡✈❡❧❛❜❧❡ st❡❡❧ ❧❡❣s❀
• t✇♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ 2 x1.5 m2 ❛♥❞ ❛
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 10 cm❀
• ❛ ❧❛②❡r ♦❢ r✉❜❜❡r❀
• ❛ ♥♦♥ t❡♠♣❡r❡❞ ❣❧❛ss s❤❡❡t✱ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 15 mm✳
❚❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❧❡❣s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✢❛t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛✲
❜❧❡✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❧❡❣s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❢♦✉r s✉♣♣♦rts ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ❊❛❝❤ s✉♣♣♦rt ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❣s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
t❤r❡❛❞❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✿ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧s ✐s t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛t✐❝ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ r✉❜❜❡r ❧❛②❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss s❤❡❡t✿ ✐ts ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ✐r✲
r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ str❡ss❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❧❛ss s❤❡❡t ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ♣❧❛♥❛r s❡❛♠❧❡ss s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣♦❧✐s❤ q✉❛❧✐t②✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛✲
t♦rs ❝❛♥ ✢♦❛t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❣❧❛ss s❤❡❡t✳
✷✳✻✳ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✸✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❚❡st t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧❛❜❧❡ st❡❡❧ ❧❡❣s✱ r✉❜❜❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♣❛♥❡❧✳
❚❤❡ ❣❧❛ss s❤❡❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡
✷✳✻ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❆▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ●❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✿ ✭✶✮ ✐t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s②st❡♠s ✭✐✳❡✳ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡rs✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ s❡♥s♦rs✮ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ♦♥✲❜♦❛r❞
t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s✳
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢✿
• ❛ s❡t ♦❢ ✻ ✐♥r❛r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s✱ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ t❛❜❧❡ s♦ t❤❛t
t❤❡✐r ✜❡❧❞s ♦❢ ✈✐❡✇ ❝♦✈❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣❀
• s♦♠❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❜♦❛r❞ ❡❛❝❤ ❆▼❀
• ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ■❘ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❆▼ ♠♦t✐♦♥✳
✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
✷✳✼ ❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ s♦❢t✇❛r❡
❆❧❧ t❤❡ ●◆✫❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❝♦♥t❡①t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭✶✮ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ✭✷✮ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ●◆✫❈ str❛t❡❣✐❡s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❛♥❣❡
✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭✐✳❡✳ ♦r❜✐t❛❧
❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t♦ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s✳
❆ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✿ ❛❧❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✶✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❞❡❜✉❣ ❛♥❞ t❡st t❤❡ ●◆✫❈
❛❧❣♦r✐t❤♠s t✇✐❝❡✳
❈✉rr❡♥t❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✐❢② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ❜♦♦st t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳
❚❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✴❈✰✰ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛r✱
♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✿
✭✶✮ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ●◆✫❈
♠❛♥❡✉✈❡rs t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦rs❀
✭✷✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ s❛t❡❧✲
❧✐t❡s ✐♥ ♦r❜✐t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❛♥❞ ❣✉❡st s❝✐❡♥t✐sts ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✈❛❧✐✲
❞❛t❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ●◆✫❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦r❜✐t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❞♦♣t✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ s♦❢t✇❛r❡ r♦✉t✐♥❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✶❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ✇❛s t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈✱ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡
♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳
✷✳✼✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❙❖❋❚❲❆❘❊ ✸✸
Pr♦❥❡❝ts ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❈▼❛❦❡✳ ❚❤❡ ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭❘❖❙✮✷ t♦♦❧s
❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
❣✐t ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❡♥s✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r✐t②✱ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✇♦r❦✢♦✇s✳
❚❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❈❧❛ss❡s ❛♥❞ ❘❖❙ ♥♦❞❡s✳ ❈❧❛ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❈✴❈✰✰
❢❛s❤✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❘❖❙ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ✇r❛♣ ❈❧❛ss❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛s②
✇❛② t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❈❧❛ss❡s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❘❖❙ t♦♦❧s✿ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ t❤✐s
❞❡s✐❣♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ✐♥t❡r✲♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❧❛ss❡s✳
❊①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✉♣✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❛✐♥
❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞ t❤❡ ❖♣❡♥❈❱ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✉s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ●◆❯ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❚♦♦◆ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ♠♦st❧②
❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✱ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♦♥❜♦❛r❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ ♣r♦❣r❛♠s✱ t❡sts✱ ❛♥❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳
❊❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r t❤❡
❙P❆❘❚❆◆❙ t❡❛♠ ♦r ❛ ❣✉❡st s❝✐❡♥t✐st✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❡sts
t❤❛t ❛r❡ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts st❛rt✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ st❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ t❡st ♠❛② ✐♥ t✉r♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳ ▼❛♥❡✉✈❡rs ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦
❛ss✐st ❣✉❡st s❝✐❡♥t✐sts ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡st✳
▼❛♥❡✉✈❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧❡r ♠♦✈❡✲
♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ t❡st ♠❛② ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts ❞❡♣❧♦②✲
♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❡st✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥❡✉✈❡r✱
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❜❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ P■❉ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ♦♥ ❡❛❝❤
s✐♠✉❧❛t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs r❡❛❝❤ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ♥❡✇ ♠❛♥❡✉✈❡r ❜❡❣✐♥s ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❢♦r♠❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❛♥❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ▼❛♥❡✉✈❡rs ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇✱
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r♦s✳♦r❣✴
✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣✉❧s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
s♦❢t✇❛r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
s♦❢t✇❛r❡✳
✷✳✽ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✱ ♠♦st❧② ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✿
✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦rs✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❛ st❡❡❧ ✇✐r❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ t♦rq✉❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠❀
✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤r✉st❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❛t❡❧❧✐t❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ t♦rq✉❡ ❜❛❧❛♥❝❡❀
✷✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❈❚■❱■❚■❊❙ ✸✺
✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆▼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ t♦rq✉❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠❀
✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ ❛✐r s✉s♣❡♥s✐♦♥
s②st❡♠ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚▼ t♦ ✢♦❛t ♦♥ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡✳
✷✳✽✳✶ ❚♦rq✉❡ ✇✐r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
st❡❡❧ ✇✐r❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❛s s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❣r❛♣❤s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡st ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ t♦rs✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛ t♦rs✐♦♥❛❧ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✭✶✮ ❛ st❡❡❧ ✇✐r❡✱ ✭✷✮ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠✱ ✭✸✮ t✇♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝②❧✐♥❞❡rs
✇❤♦s❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ st❡❡❧ ✇✐r❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s
❛r❡ ❝❧❛♠♣❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ t❤❡ t✇♦ ♠❛ss❡s
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠ ❛t ✐ts ❡①tr❡♠✐t✐❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✱ t❛❦✐♥❣
❝❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧② ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇✐r❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠♦♠❡♥t I ♦❢ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳
❚❤❡ st✐✛♥❡ss ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ T ✳
❚❤✉s✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇✐r❡
❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✇✐r❡ st✐✛♥❡ss k ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
k = 4π2
I
T 2
✭✷✳✶✮
❆ s✐♠♣❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✿ ❛ ❧❛s❡r
✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦rs✐♦♥❛❧ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦✲r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛✲
❥❡❝t♦r② t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ tr❛❝❦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❆r❞✉✐♥♦
❯◆❖ ❜♦❛r❞ ✐s t❤❡♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦✲
r❡s✐st❛♥❝❡ ✭t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✮✿ t❤❡
❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠✱ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❝❛✉s❡s ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r r❡s✐st❛♥❝❡ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ s✉❞❞❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡♥ ♣❛rs❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ T ♦❢ t❤❡ ♣❡♥✲
❞✉❧✉♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦rs✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss ik ✐s t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡ ✇✐r❡ st✐✛♥❡ss ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✳
♦❢ t❤❡ ❑❧✐♥❡✲▼❝❈❧✐♥t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s✿
ik =
√(
∂k
∂I
)2
iI
2 +
(
∂k
∂T
)2
iT
2
=
4π2I
T 2
√
iI
I
2
+
iT
T
2
.
✭✷✳✷✮
❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ✇✐r❡ st✐✛♥❡ss ✐s
k = 0.109
Nm
rad
± 0.003 Nm
rad
(3σ) ✭✷✳✸✮
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ kth ❢♦r ❛ ✇✐r❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r = 1±0.02mm✱ ❧❡♥❣t❤ l = 965±1mm
❛♥❞ ♠♦❞✉❧✉s G = 75± 6GPa ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢✿
kth =
πr4G
2l
± ikth = 0.123± 0.014GPa ✭✷✳✹✮
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡sts✳
✷✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❈❚■❱■❚■❊❙ ✸✼
✷✳✽✳✷ ❚❤r✉st ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t❤r✉st ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲✈❛❧✈❡s ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t
s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ t♦rq✉❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❛②♦✉t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✈❡r✲
t✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ✇✐r❡ ✭✇❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳✶✮✱ t✇♦ t❤r✉st❡rs
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ b/2 ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐r❡✱ ❛ ♣♥❡✉✲
♠❛t✐❝ s②st❡♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠✱ t✇♦ ❧❛s❡rs ♣♦✐♥t✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛r❞ t♦✇❛r❞ ❛ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 0.5 deg✳ ❚❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧✐❣♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✇✐t❤
t❤❡ ✇✐r❡ ❛①✐s✳
❚❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤r✉st❡rs ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t♦rq✉❡ t❤❛t ❧❡❛❞ t❤❡ t♦rq✉❡
❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❛ t❡♠♣♦r❛r② tr❛♥s✐❡♥t✱ t♦ ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t♦rq✉❡ τ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r✉st❡rs ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t♦rq✉❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✇✐r❡✿
τ = Sb = kθeq ✭✷✳✺✮
✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡ ❛♥❞ θeq ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❣❧❡✳
❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ k ❛♥❞ b ❛♥❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ θeq✱ t❤❡ t❤r✉st ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲✈❛❧✈❡s
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿
S =
kθeq
b
. ✭✷✳✻✮
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t❤r✉st ❛♥❞ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ p0 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1.5 bar ≤ p0 ≤ 10 bar✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿
S(p0) = 0.0435p0 − 0.0457 N ✭✷✳✼✮
✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r ≥ 99%✳
✷✳✽✳✸ ■♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✳ ❚♦rs✐♦♥❛❧ ♦r t♦rq✉❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢
✐♥❡rt✐❛ ❛❜♦✉t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❆▼ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳✶✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇✐r❡ ✐s
✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ❜❛❧❛♥❝❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r✉st ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ t♦ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ s✉♣♣♦rts ❛t ✐ts ❡①tr❡♠✐t✐❡s t✇♦ ❧❛s❡rs ♣♦✐♥t✐♥❣
❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❆▼ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✇✐r❡ ❛①✐s✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❆▼ t♦ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t t♦ r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❛ ♣❤♦t♦✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡
✇✐r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ T ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t
♦❢ ✐♥❡rt✐❛ Itot ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❆▼✬s ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ IAM ♣❧✉s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡
s✉♣♣♦rt s②st❡♠ Isupp✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✿
Itot = IAM + Isupp =
kTi
2
4π2
. ✭✷✳✽✮
Isupp ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤❡♥ t❤❡ ❆▼ ✐s r❡✲
♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r ❤❛s s✐① ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡✱ ❛t ❧❡❛st s✐① ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
✷✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❈❚■❱■❚■❊❙ ✸✾
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t Izz ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳
▲❡t I = [Ixx, Iyy, Izz, Ixy, Ixz, Iyz] ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ N t❤❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nˆi ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆▼
❜♦❞② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✮ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆▼ ♦s❝✐❧❧❛t❡s✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
Im ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r I t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
NI = Im Im ∈ Rn, n ≥ 6. ✭✷✳✾✮
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ❛
❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❆▼ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡✱ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s t❡sts ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❆▼ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ ❣✉❡ss
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ❛r❡ s❡t ✉♣✿ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Im,i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ nˆi ❜②
✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
♠❡❛♥s ♦❢
Im.i = nˆ
T
i Jnˆi + ri ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ J ∈ R3 x3 ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r ❛♥❞ ri ✐s ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t♦rs t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①
κ(N) ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ J✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❆▼ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✾ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✸✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❊st✐♠❛t❡❞ ❆③✐♠✉t❤ ❊❧❡✈❛t✐♦♥ ❊st✐♠❛t❡ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②
q✉❛♥t✐t② [deg] [deg] kg m2 [%](1σ)
Ixx ✵ ✵ ✵✳✽✽✺✶ ✸✳✵✺
Iyy ✾✵ ✵ ✵✳✼✼✻✵ ✷✳✽✷
Izz ✵ ✾✵ ✶✳✹✷✶✸ ✶✳✻✻
Ixy ✹✺ ✵ ✵✳✼✷✶✵ ✷✳✶✶
Iyx ✲✹✺ ✵ ✵✳✾✸✷✾ ✷✳✶✵
Ixz ✵ ✹✺ ✶✳✶✺✷✵ ✷✳✺✵
Izx ✵ ✲✹✺ ✶✳✶✹✺✹ ✷✳✺✼
Iyz ✾✵ ✹✺ ✶✳✵✾✹✸ ✷✳✻✸
Izy ✾✵ ✲✹✺ ✶✳✵✾✻✶ ✷✳✻✽
❙♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✱ t❤❡ ❆▼ ✐♥❡rt✐❛ t❡♥s♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦❢ 4%(2σ)✿
J =

0.8823 −0.1060 0.0033
−0.1060 0.7739 −0.0009
0.0033 −0.0009 1.4186
 kg m2. ✭✷✳✶✶✮
✸❆③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❆▼ ❜♦❞② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
✷✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❈❚■❱■❚■❊❙ ✹✶
❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡ s❛❢❡✱
s✐♠♣❧❡ ❛s r❡❣❛r❞s ❜♦t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ s❦✐❧❧ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣❡rs♦♥♥❡❧✳
✷✳✽✳✹ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✐r ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❙②st❡♠
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛✐r s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ ❧♦✇✲
❢r✐❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❛ s♠♦♦t❤ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇ t❤❛t ✐s ❣r❛♥t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s ❛r❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❛✐r s❦✐❞s
✭t❤❡ s❛♠❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚▼✮ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛ t❡st ♣❧❛t❢♦r♠ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧♦❛❞s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ s❦✐❞s ✇✐t❤ ❛
♣r❡ss✉r✐③❡❞ ❛✐r✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ 50 Lt
❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 8 bar✳
❙❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡
s♠♦♦t❤ ♠♦t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r✐③❡❞ ❛✐r✢♦✇ ♠✉st
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❧♦❛❞ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❛✐r ❝✉s❤✐♦♥ t❤❛t ❛✈♦✐❞
❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❦✐❞s ❧♦✇❡r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ 20 kg t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 50 kg ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❢r♦♠ 8 t♦ 6 bar ✐s
r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤r♦♥♦♠❡t❡r✳ ❚❛❜ ✷✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❛❞✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦t❤❡rs ✐t ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ♠❛②
✐♥❞✉❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛✐r✢♦✇✳ ❖♥❧② st❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝✉r✈❡s t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼✬s ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s②st❡♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✐r t❛♥❦s ♦♥✲❜♦❛r❞
t❤❡ ❚▼ ❝❛♥ st♦r❡ ❛✐r ✇✐t❤ ❛ ♣r❡ss✉r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 100 t♦ 200 bar ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡
✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❋▲■●❍❚ ❍❆❘❉❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘
❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s✳
❚❊❙❚ ✶✳ ▲♦❛❞✿ 20.4 kg
Pr❡ss✉r❡ ❆✉t♦♥♦♠②
[bar] [s]
3.5 66± 1
3.5 65± 1
3.5 64± 1
❚❊❙❚ ✷✳ ▲♦❛❞✿ 31.4 kg
Pr❡ss✉r❡ ❆✉t♦♥♦♠②
[bar] [s]
4 58± 1
5 48± 1
5 48± 1
❚❊❙❚ ✸✳ ▲♦❛❞✿ 37.4 kg
Pr❡ss✉r❡ ❆✉t♦♥♦♠②
[bar] [s]
4 55± 1
4 57± 1
5 46± 1
5 48± 1
❚❊❙❚ ✹✳ ▲♦❛❞✿ 43.4 kg
Pr❡ss✉r❡ ❆✉t♦♥♦♠②
[bar] [s]
4.5 54± 1
4.5 44± 1
6 42± 1
6 44± 1
❚❊❙❚ ✺✳ ▲♦❛❞✿ 49.4 kg
Pr❡ss✉r❡ ❆✉t♦♥♦♠②
[bar] [s]
4.5 52± 1
4.5 42± 1
5 50± 1
5 50± 1
6 44± 1
6 45± 1
❝✉r✈❡s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ ❛✐r ✐♥ t❤❡ t❛♥❦s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❧♦❛❞
❛♥❞ ❛✐r s❦✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ✭❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡✷✳✹✮✳ ■♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝
st✉❞② t❤❡ ❛✐r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✉t♦♥♦♠② ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❛♥❦s ❧♦❛❞❡❞ ❛t ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢
❛♥❞ 200 bar✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r s✉♣♣♦rt s②st❡♠ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛ss t♦ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s✱ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❢♦r 3
unitLt ♦❢ ❛✐r ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 4 ❛♥❞ 7 ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ ❛✐r ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛♥❦s r❡s✉❧t t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ♦❢ 0.8 kg✳
✷✳✽✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❈❚■❱■❚■❊❙ ✹✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❆✉t♦♥♦♠② ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 200 bar
✐♥ t❤❡ t❛♥❦s✳

❈❤❛♣t❡r ✸
▼❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡
❡st✐♠❛t✐♦♥
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠
✉s❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛
t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐ts s✉r❢❛❝❡✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❛ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ♣r✐♠❛r② s❡♥s♦r✳
❆✉t♦♠❛t❡❞ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ t♦♣✐❝ ✐♥ s♣❛❝❡ r❡s❡❛r❝❤✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✇❡r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣✱ ❢r♦♠ ❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞
❞♦❝❦✐♥❣ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳ ❚❤❡ ❯❙✲s♣♦♥s♦r❡❞ ❉❆❘P❆✬s ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss ♠✐ss✐♦♥✱ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ✇❛s
❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ t❤❡ ❇♦❡✐♥❣ ❆❙❚❘❖ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛❧❧ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ◆❊❳❚❙❛t
s♣❛❝❡❝r❛❢t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦♥✲♦r❜✐t s❡r✈✐❝✐♥❣ ❬✶✹❪✳ ❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡
❆❞✈❛♥❝❡❞ ❱✐❞❡♦ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❙❡♥s♦r ✭❆❱●❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧❛s❡r✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❜❡❛r✐♥❣ ❛t ♠✐❞r❛♥❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t ♥❡❛r r❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ s❡♥s♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈✐♥❣
❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✢❛s❤ ♦r ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t❡❞
❜② ❛ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❧❛s❡r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦♦❦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ✢❛s❤
❧✐❣❤t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣ ✭▲■❉❆❘✮ s❡♥s♦r ❛s ❛ ♣r✐♠❛r② s❡♥s♦r ❬✶✺❪ ✭❛ ❜r♦❛❞ ♦✈❡r✈✐❡✇
✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ▲■❉❆❘ s②st❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t ♦❢ ❛♥ ❡♠✐tt❡❞ ❧❛s❡r ✐♠♣✉❧s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❝♦sts ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡② r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❜❡
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇ ❜✉❞❣❡t ♠✐ss✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❈✉❜❡❙❛t✮✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦❢ ▲■❉❆❘ s②st❡♠s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❝❛♠❡r❛s✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ♦r
st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ♣r✐♠❛r② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs✿ t❤❡② ❛r❡ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡✱
✇✐t❤ ❧♦✇ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❡✳❣✳ s❤❛♣❡✱ ❝♦❧♦r✱ ❜r✐❣❤t♥❡ss✮✳ ❍♦✇❡✈❡r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❤❛s ❛ ❞♦✇♥s✐❞❡✿ ✭✶✮ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②
✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✭✷✮ ✸❉ s❝❡♥❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✷❉
s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t✱
✐❧❧✉♠✐♥❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❜❡tt❡r ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❤✐❣❤❡r
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ♣r♦♣❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❡♥❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ❛rr❛②✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts
❧❛②✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❡sts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s♦✉r❝❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✸✳✶✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ ✈✐s✉❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❡①✲
♣❧♦✐t✐♥❣ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ♣r♦✈✐❞❡s ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤✲
♦✉t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t
s♣❛❝❡❝r❛❢t✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❡♣s✿
• ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥❀
• r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s❀
• ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣❀
✸✳✷✳ ▼❆❚❍❊▼❆❚■❈❆▲ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✹✼
• ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥❀
• s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡
❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❛t t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ ❡①t❡✲
r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✲❢r♦♠✲t❤r❡❡✲♣♦✐♥t ✭P✸P✮
s♦❧✈❡r✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ✭✶✮ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ ❛ ❘❆◆❞♦♠ ❙❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❈♦♥s❡♥s✉s
✭❘❆◆❙❆❈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❧❡ ✭✷✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤
❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts✳
❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣ ❝♦♠♣r✐s✲
✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✸✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✿ t❤❡ t❤r❡❡✲❜②✲♦♥❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs AtP
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ A✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
t❤r❡❡✲❜②✲t❤r❡❡ ♠❛tr✐① BAR ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ A t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ B✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✷✳✶ ❆tt✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✳
❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s (φ, θ, ψ) t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ r♦t❛t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ x✲❛①✐s✱ y✲❛①✐s ❛♥❞ z✲❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❣✐♠❜❛❧ ❧♦❝❦✱ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱ t♦
❛✈♦✐❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐♠❜❛❧
❧♦❝❦ ♦❝❝✉rs ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥② s❡t ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❛❞❤❡r❡ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐❝❡s✱
t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ 9 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
❡①♣r❡ss✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ x✱ y ❛♥❞ z ❛①❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t✉r♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞
❛s✿
R(φ) =

1 0 0
0 c(φ) s(φ)
0 −s(φ) c(φ)

R(θ) =

c(θ) 0 −s(θ)
0 1 0
s(θ) 0 c(θ)

R(ψ) =

c(ψ) s(ψ) 0
−s(ψ) c(ψ) 0
0 0 1
 .
❆ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ R321 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s R321 = R1(φ)R2(θ)R3(ψ)✳
❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s 321 ✇❤✐❝❤
❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡
❛❜♦✉t y ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛❜♦✉t x✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✿
R321 =

c(ψ)c(θ) c(θ)s(ψ) −s(θ)
c(ψ)s(φ)s(θ)− c(φ)s(ψ) c(φ)c(ψ) + s(φ)s(ψ)s(θ) c(θ)s(φ)
s(φ)s(ψ) + c(φ)c(ψ)s(θ) c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ) c(φ)c(θ)
 ✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ c ❛♥❞ s st❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r cos ❛♥❞ sin✳
❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
R−1123 = R
T
123 ✭✸✳✷✮
✸✳✷✳ ▼❆❚❍❊▼❆❚■❈❆▲ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✹✾
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① R123✳
✸✳✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞✿ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❤♦✇ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐s t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ♠♦st ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✐♥✲
✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❧✐❣❤t ❢❛❧❧s ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t
♣❛t❤ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✐♥❝❡
✐t ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿ ✐♥
t❤✐s s❝❤❡♠❛t✐❝ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✭♦r ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❣r❛② r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ f ✱ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ✭♦r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮ O✳
▲❡t P ❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇❤♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Oxyz r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s P =
[xP , yP , zP ]✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦✐♥t P
′ = [x′P , y
′
P , z
′
P ] ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ P ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡✳ ❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ P ′
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿
x′P = f
xP
zP
✭✸✳✸✮
y′P = f
yP
zP
✭✸✳✹✮
z′P = f ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t P ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P ′✿
θx = 2tan
−1
(
xP
zP
)
= 2tan−1
(
x′P
f
)
✭✸✳✻✮
θy = 2tan
−1
(
yP
zP
)
= 2tan−1
(
y′P
f
)
. ✭✸✳✼✮
❚❤❡ ❛♥❣❧❡s θx ❛♥❞ θy ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✉♥✐✈♦❝❛❧❧②
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ P ✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θx ❛♥❞ θy✿ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜✉✐❧t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❈❤❛r❣❡✲❈♦✉♣❧❡❞ ❉❡✲
✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ ♦r t❤❡ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❡t❛❧✕❖①✐❞❡✕❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭❈▼❖❙✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ❞✐s❝r❡t❡
❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ♠❡t❡rs
t♦ ♣✐①❡❧s✳
▲❡t s ❜❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡
s❦❡✇ ❢❛❝t♦r sθ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ (cx, cy) t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✮✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ P ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
●✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① CGT ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ P ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❈✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
C
GT =
 CGR CtG
01 x3 1
 =

r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz
0 0 0 1
 ✭✸✳✽✮
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈ ✐♥ ●✳
✸✳✷✳ ▼❆❚❍❊▼❆❚■❈❆▲ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ✺✶
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P ′′ ♦❢ P ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ♣✐①❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
P ′′ =
1
λ
KΠ0
C
GTP ✭✸✳✾✮
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠ ❛s
xP ′′
yP ′′
1
 = 1λ

fx sθ cx
0 fy cy
0 0 1


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 CGR CtG
01 x3 1


GxP
GyP
GzP
1
 ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ zP ✳ K✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛tr✐① ♦r ♠❛tr✐① ♦❢
t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞
✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r sθ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s fx = fsx ❛♥❞ fy = fsy✳ Π0 ✐s t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① CGT ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡①t❡r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦♥❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧②
s♠❛❧❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t
❢❛❧❧✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛
✐♥✜♥✐t❡❧② s♠❛❧❧ ❛♣❡rt✉r❡ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❝♦❧❧❡❝t
❡♥♦✉❣❤ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ❧❡♥s❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞♦✇♥s✐❞❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❧❡♥s❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
t❛s❦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ ✭✶✮ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜❛rr❡❧ ♦r ♣✐♥❝✉s❤✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧❡♥s
❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r
✐s ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳
❋♦r r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ✭♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✮ ✐s ✵✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❣r♦✇s ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ s✐♠✲
♣❧❡ q✉❛rt✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦st ❧❡♥s❡s✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s r❡s❝❛❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
xcorrected = x
(
1 + k1r
2 + k2r
4 + k3r
6
)
ycorrected = y
(
1 + k1r
2 + k2r
4 + k3r
6
) ✭✸✳✶✶✮
✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
✇❤❡r❡ k1, k2, k3 ❛r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧ ♣♦✐♥t✱ (x, y) ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♣♦✐♥t✱ (xcorrected, ycorrected)
t❤❡ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞✐st♦rt ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s r =√
(x− cx)2 + (y − cy)2✳
❚❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
p1, p2✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
xcorrected = x
[
2p1y + p2(r
2 + 2x2)
]
ycorrected = y
[
p1(r
2 + 2y2) + 2p2x
]
.
✭✸✳✶✷✮
❊q✳ ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♠♦✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧②
✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐st♦rt✐♦♥s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ❧❡♥s❡s ✭❡✳❣✳ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❧❡♥s❡s✱ ✜s❤❡②❡✮✿ t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s t❤❡② ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s
♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t❤❛t
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t GP ♦♥t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ P✿
CPcorrected = P(
GP,I ,E ) ✭✸✳✶✸✮
✇❤❡r❡ I ❛♥❞ E ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
I = ( fx, fy, cx, cy, k1, k2, k3, p1, p2 )
E = ( CGR,
C tG ).
✸✳✷✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✈❡❝t♦r I ❛s ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ③♦♦♠ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱
I ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✉s I ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤♦s❡ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝
♣r♦❜❧❡♠s✳
✸✳✸✳ ❚❆❘●❊❚ ❉❊❙■●◆ ✺✸
❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪✱
❬✷✸❪✱ ❬✷✹❪✮ ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳
❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✱ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❘❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❝❤❡ss❜♦❛r❞s ♦r
❝✐r❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳ ❖♥❝❡ n ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠m ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
[I ,Ek] = argmin
I ,Ej
n∑
i=1
m∑
j=1
∥∥∥CPi −P(GPi,I ,Ej)∥∥∥2 ∀k ∈ N, k ≤ m ✭✸✳✶✹✮
✇❤❡r❡ CPi ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ♣♦✐♥t ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ P(
GPi,I ,Ej)
✐s t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ GPi ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠✐♥✲
✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ✭✐✳❡✳
▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣ ❬✷✷❪ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❝❛♠✲
❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❞❡s✐❣♥
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠✲
❡tr②✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞r✐✈❡s s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❋✐❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs s②st❡♠s ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ ✭✶✮ ❛ s❡t ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛s✲
s✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ r♦✉t✐♥❡s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣❛tt❡r♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♣t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts ♣♦✐♥ts ❛s ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ✭✐✳❡✳ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ s♣❤❡r❡s✱
❛❞❤❡s✐✈❡ ❞♦ts✮✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ st❡♣ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♥♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs✱ s✉❝❤
❛s ▲❊❉s ♦r ■❘ ❡♠✐tt❡rs✿ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ♣♦✇❡r ❞r❛✐♥
✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡✐r ✉s❡ ❡✐t❤❡r ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞ ♦r ♦✉t ♦❢ s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧
r❡✢❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳ ❈♦r♥❡r✲❝✉❜❡s✮ ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝❛r❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss
t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡s ✭✐✳❡✳ ❈✉❜❡❙❛t✮✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t② ✭s❡❡ ❬✷✻❪✱ ❬✷✼❪✱ ❬✷✽❪✮✿ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
♦❢ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡rs ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛r❦❡rs
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ s♣❛❝❡❝r❛❢t r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✲
✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❤♦✉s✐♥❣ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ♠❛② ❜❡ t✐❣❤t ❬✷✾❪✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs✳
●✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✇❛s t❛❦❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❝✉st♦♠
♠❛❞❡ s❡t ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿
✶✳ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♠✉st ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧s♦ ❢♦r ♥♦♥✲♦♣❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t❀
✷✳ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♠✉st ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞❀
✸✳ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❞ r❛♥❣❡ t♦ s❤♦rt
r❛♥❣❡ ❞✐st❛♥❝❡❀
✹✳ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♠✉st ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛tt❛❝❤❡❞
♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐t st❡♠s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✳ ❊❛❝❤
♠❛r❦❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ sq✉❛r❡❞ ❜❧❛❝❦ ❢r❛♠❡ ♦♥ ❛ ✇❤✐t❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢
8 x8 cm✳ ❊❛❝❤ ♠❛r❦❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤♦❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢r❛♠❡✳
❙♦✱ ✐❢ ❛ ♠❛r❦❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❤♦❧❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ▼❛r❦❡r ♥✳✸✳
❇♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛❦❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❤♦❧❡s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣
t❤✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t✱
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✐♥❣s ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✱ t❤✐s ❧❛st
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦
✹ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳
✸✳✹✳ ■▼❆●❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❆◆❉ P❆❚❚❊❘◆ ❘❊❈❖●◆■❚■❖◆ ✺✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✿ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶
t♦ ✹ ❛r❡ s❤♦✇♥✳
✸✳✹ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
❖♥❝❡ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✱ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡q✳ ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳
❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦rs♣❛❝❡✱ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
dst(x, y) =
maxV al ✐❢ src(x, y) ≥ t❤r❡s❤♦❧❞0 ✐❢ src(x, y) ≤ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ src(x, y) ❛♥❞ dst(x, y) r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y)
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❧❡✈❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❡♥❡✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✸✵❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡
❝❛♠❡r❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡♥s♦r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ❛ ❘●❇ s❡♥s♦r ✐s
❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ✐t ✇❛s✱ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ♦♥❧②
s❡♥s♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡✱ r❡s✐❞✉❛❧ s♣❡❝❦❧❡s ❛r❡
✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡r♦s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✮ ✐s t✉♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦❧❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ♦r ❛❧t❡r❡❞✳
❖♥❝❡ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡
♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♣❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣❡r✐♠❡tr❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✐①❡❧s
❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r✱ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
✈❛❧✐❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ♠❛r❦❡rs✳ ❆s ❛ r❡♠❛r❦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❜❡❣✐♥s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲P❡✉❝❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬✸✶❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛
❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ s✐♠✐❧❛r ❝✉r✈❡✱ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡r ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝✉r✈❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉r✈❡✳
●✐✈❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt❡① ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✹ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦
❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲P❡✉❝❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ♠❛r❦❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❝✉r✈❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ✇❤✐❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♣❛rs❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❜❧❛❝❦ ❢r❛♠❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ ❛ ♠❛r❦❡r ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
✸✳✺✳ P❖❙❊ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ✺✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
✶✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
✷✿ ❧♦♦♣✿
✸✿ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❬ ❪✱ ♠❛r❦❡rs❬ ❪❀
✹✿ j ← 0❀
✺✿ sr❝ ← ❝❛♣t✉r❡■♠❛❣❡✭✮❀
✻✿ ❞st ← ✉♥❞✐st♦rt✭sr❝✮❀
✼✿ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ← s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✭❞st✮❀
✽✿ ❢♦r i = 0 t♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳❧❡♥❣t❤ ❞♦
✪❝♦♠♠❡♥t✿ ♣❡r✐♠❡t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✪
✾✿ ✢❛❣ ← ❝❤❡❝❦P❡r✐♠❡t❡r✭❜♦✉♥❞❛r✐❡s❬i❪✱r❡❧❛t✐✈❡P♦s❡✮❀
✶✵✿ ✐❢ ✭ ✢❛❣ ❂ ❙✉❝❝❡ss ✮ t❤❡♥
✪❝♦♠♠❡♥t✿ ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲P❡✉❝❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✪
✶✶✿ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❬i❪ ← ❉♦✉❣❧❛sP❡✉❝❦❡r✭✮❀
✶✷✿ ✐❢ ✭ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳♥✉♠❜❡r❖❢❱❡rt✐❝❡s ❂ ✹ ✮ t❤❡♥
✶✸✿ ♠❛r❦❡r❬❥❪ ← ❣❡t▼❛r❦❡r■❉✭✮❀
✶✹✿ r❡t✉r♥ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✽✿ ❣♦t♦ ❧♦♦♣ ✳
✶✾✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✸✳✺ P♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①t❡r✐♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✼❪ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ▲♦❝❛t✐♦♥
❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭▲❉P✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠ ❝♦♥tr♦❧
♣♦✐♥ts✱ ✇❤♦s❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥
❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♠ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts✮ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ ♥ P♦✐♥ts
✭P♥P✮ ♦r r❡s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❡✳❣✳ ❬✸✷✕✸✻❪✮✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P♥P
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤r❡❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P✸P ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❊✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ✉s✉❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs✿ ✭✶✮
❞✐r❡❝t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❘❆◆❙❆❈ s❝❤❡♠❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs
✭✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ❛r❡ ❡rr♦♥❡♦✉s❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✸❉ ♣♦✐♥ts✮✳ ❆s
r❡❣❛r❞s ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s✱ ❬✸✼❪ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
P✸P ♣r♦❜❧❡♠ ✉♣ t♦ ✶✾✾✸✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❬✸✾❪✳
❈♦♠♠♦♥❧② P✸P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✜rst ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✉s t✇♦ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✴❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧✐❣♥ t❤❡ t✇♦
♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✿ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✹✵❪✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✴❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❬✹✶❪ ♦r q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❬✹✷❪✳
❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✵✶✶ ❜② ❑♥❡✐♣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ st❛❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✴❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r❛♠❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑♥❡✐♣ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❑♥❡✐♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
✸✳✺✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ ✸ P♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡
❑♥❡✐♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❑♥❡✐♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳
▲❡t P1, P2, P3 ❜❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ●✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡
t❛r❣❡t✴♦❜❥❡❝t ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❜❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs f1, f2, f3 ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❥♦✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r t♦
✸✳✺✳ P❖❙❊ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ✺✾
t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣ ✸✳✸✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛♠❡s✿
✭✶✮ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ τ = (C, tx, ty, tz) ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✇♦r❧❞
❢r❛♠❡ η = (P1, n1, n2, n3)✱ ✇❤❡r❡ ti, ni ∈ R3 ∀i ∈ [1, 3]✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
tx = f1
tz =
f1 × f2
||f1 × f2||
ty = tz × tx
✭✸✳✶✻✮
nx =
−−→
P1P2
||−−→P1P2||
nz =
nx ×−−→P1P3
||f1 ×−−→P1P3||
ny = nz × nx
✭✸✳✶✼✮
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ η ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t P1, P2, P3 ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞✱ ✐✳❡✳
−−→
P1P2 ×−−→P1P3 6= ~0✳
▲❡t T ❛♥❞ N ❜❡ t✇♦ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✿ ✈✐❛ T = [tx ty tz]
T ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡
✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ τ ✱ ✇❤✐❧❡ N = [nx ny nz]
T tr❛♥s❢♦r♠s ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ η✿
τfi = T fi ✭✸✳✶✽✮
ηPi = N (Pi − P1) ✭✸✳✶✾✮
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ r❡q✉✐r❡s ♥♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✉t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✳ ▲❡t π ❜❡ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts P1, P2 ❛♥❞ C✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡s❡
t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d12 = ||−−→P1P2|| ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ β ✐♥
C ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❛s✿
cosβ = f1 · f2. ✭✸✳✷✵✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❡♠✐✲♣❧❛♥❡ π ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ (P1, P2, C)✳
❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ β ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ cotβ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
b = cotβ = ±
√
1
1− (cos2 β) − 1. ✭✸✳✷✶✮
❚❤❡ ✈❡❝t♦rs
−−→
P1P2 ❛♥❞
−−→
P1C ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ α ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t
✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ C ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π✳ ❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ s✐♥❡s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿
||−−→P1C||
d12
=
sin(π − α− β)
sin β
. ✭✸✳✷✷✮
✸✳✺✳ P❖❙❊ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ✻✶
❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ C ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✜♥❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α, β ❛♥❞
d12✿
Cpi(α) = ||−−→P1C||

cosα
sinα
0
 = d12

cosα(bsinα + cosα)
sinα(b sinα + cosα)
0
 ✭✸✳✷✸✮
❚♦ ❧♦❝❛t❡ C ✐♥ t❤❡ ✸❉ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ θ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
nx ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Q t❤❛t ❛❧✐❣♥s η ✇✐t❤ τ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Q = Q(θ, α) =

− cosα − sinα cos θ − sinα sin θ
sinα − cosα cos θ − cosα sin θ
0 − sin θ cos θ
 . ✭✸✳✷✹✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ π ♦❢ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛❜♦✉t nx✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r θ ❛♥❞ α t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✿ P3 ❛♥❞
f3✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ τ ✱ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧❧②
❛s✿
τP3 = Q(θ, α)[
ηP3 −η C(α, θ)]. ✭✸✳✷✺✮
❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r θ ❛♥❞ α ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢♦✉rt❤ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❋❡rr❛r✐✬s ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧ (θ, α)✲♣❛✐rs✳
▼❛tr✐❝❡s ηC ❛♥❞ ◗ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❜❛❝❦s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (θ, α) ✐♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿
C = P1 +N
T ηC ✭✸✳✷✻✮
R = NTQTT ✭✸✳✷✼✮
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s❡s
r❡q✉✐r❡s ❛ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✿ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✺✳✷ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ▲❡t T ❛♥❞ C ❜❡ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r❛♠❡✱ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s CPi = [
Cxi,
C yi,
C zi]
T ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts TPi ❛tt❛❝❤❡❞
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡
❦♥♦✇♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✉♥✐t❛r② ❢♦❝❛❧
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ✸❉ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
t❛r❣❡t ✜①❡❞ ❢r❛♠❡ T ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ✐s ❢♦✉r✳ ❚❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s❡s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t TP4 ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦
CPˆ4,j ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
CP4,j =
C
TRj
TP4 +
C tT,j j = 1 . . . 4 ✭✸✳✷✽✮
CPˆ4,j =
1
Cz4,j
[
Cx4,j,
Cy4,j,
Cz4,j
]T
j = 1 . . . 4. ✭✸✳✷✾✮
❖♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s CPˆ4,j ❢❛❧❧s ♥❡❛r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥t
CP4,j
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① CTR ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r
CtT ✳
❇♦t❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ P✸P✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✭n > 4✮✳ ❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✸✳✺✳ P❖❙❊ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ✻✸
❖♥❝❡ t❤❡ ✸❉ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❑♥❡✐♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛t ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ ✜rst ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜♥❛❧
♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿
✶✳ t❤❡ P✸P s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❘❆◆❙❆❈ s❝❤❡♠❡❀
✷✳ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s❡✳
■♥ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ P✸P ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ r❛♥✲
❞♦♠❧② ❢♦✉r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛ ✜rst
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿
❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ CT T ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✿
❛✳ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✷❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t TPi ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ❡q✳ ✸✳✷✽ ❛♥❞ ✸✳✷✾ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts i = 1 . . . (n− 4)❀
❜✳ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r εi ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♣♦✐♥ts CPˆi ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts
CPi✿
εi = ||CPˆi −C Pi||2 ✭✸✳✸✵✮
❝✳ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r εi ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ lth✿ ✐❢ εi ≥ lth
t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t CPi ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ♣♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ r♦✉t✐♥❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ t❤❛t ✐s s❡❧❡❝t❡❞
❛s t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥s❡♥s✉s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t✇♦✿ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r♦t♦✲t❛♥s❧❛t✐♦♥ CT T ❛♥❞
t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ✐♥❧✐❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛s ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① CTR ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊✉❧❡r✬s ❛♥❣❧❡s✱
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ CtT ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ g ♦❢ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❧✐❡rs ✭✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♣♦✐♥ts✮
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿
C
T T = [
C
TR,
C tT ] = argmin
(C
T
R,C tT )
n∑
i=1
||CPˆi −C Pi||22. ✭✸✳✸✶✮
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✸✳✸✶ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡✈❡♠❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❬✹✹❪✮✳
✸✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts
■♥ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ s②st❡♠ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❜♦t❤
♦♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠♦t♦r✲❞r✐✈❡♥ r♦t❛r② st❛❣❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡✳
✸✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❚❊❙❚❙ ✻✺
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ✐s ❦❡♣t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✿ t✇♦ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s
❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s t♦ r❡❝r❡❛t❡ t✇♦ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ♥❡❛r❧② ❝✉❜✐❝
s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ❢♦✉r ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❜② ♦❢ ❛ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ♠❛r❦❡rs ♣❡r ❢❛❝❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✉♣ t♦ 40 ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
P✸P s♦❧✈❡r ✭✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✮ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐❣❤t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡r ❜✉t st✐❧❧ s✉✣❝✐❡♥t t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ▲❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣✳
❚❤❡ r♦t❛r② st❛❣❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ st❡♣♣❡r ♠♦t♦r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✶✷✺
❛r❝s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✉❛t❡❞ s❝❛❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s s❡t✉♣
❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞✴♦r r♦t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣✱ ❛♥❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞✴♦r r♦t❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
✈✐s✉❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ s❡t✉♣ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥
t❤❡ r♦t❛r② st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡✳
✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✶✱ ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1500 mm t♦
2250 mm ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❦❡♣t ❛❧✐❣♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡ ❛①✐s ✭❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ 1.3 deg ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✮✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts✳
❈❛♠❡r❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❘❡s♦❧✉t✐♦♥ 2040 x1086 pixels
P✐①❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 5.5 x5.5 µm
❋♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ 10.4 mm
❊①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ 300 ms
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
fx 1886.59
fy 1887.76
cx 1074.06
cy 520.55
k1 −0.09348
k2 0.13452
k3 −0.00173
p1 0.00241
p2 −0.05872
❚❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡✿ ✭✶✮ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
❢r❛♠❡ C ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ t❛r❣❡t ❢r❛♠❡ T ✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs Cx, Cy, Cz ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Cx ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✱ Cy ♣♦✐♥ts ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞
Cz ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆s r❡❣❛r❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ✐ts ♦r✐❣✐♥
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝❡s✿ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Tx ❛♥❞ Ty ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✸✳✼
❛♥❞ T z✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✉♣✇❛r❞✱ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✳
❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡
♠♦❝❦✲✉♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❇② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦s❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❡♥s✉r❡
t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝r❡❛t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
✸✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❚❊❙❚❙ ✻✼
♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲
✉♣ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ 22 ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐❛❧ st❡♣ ♦❢ 50 mm✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ♦❢ 90 deg ✐♥ st❡♣s ♦❢ 2 deg✿
✇❤❡♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡ ✐s 0 ♦r 90 deg t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ♦♥❧② 4 ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥s ✉♣ t♦ 8 ♠❛r❦❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 22 x45 = 990 ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣♦s❡❞
✈❛❧✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡✱ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❝❦✲
✉♣ ❛s ✐t ✐s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝r♦ss❡s s❤♦✇✲
✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s
♦❢ ❡❛❝❤ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ■♠❛❣❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❝❦✲✉♣ ❛s ✐t ✐s s❡❡♥
❜② t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠✳
✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝r♦ss❡s s❤♦✇✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡r✳
✸✳✼ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❑❧✐♥❡ ▼❝❑❧✐♥✲
t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❬✹✻❪✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❉❋s✮ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✉s✐♥❣
❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱
❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r r♦t❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐s✐♦♥
s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡rr♦rs ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
✸✳✽✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ✻✾
❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢r❛♠❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✷❉ ♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤♦s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠❛✐♥❧②
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❜② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
✉♥❝♦rr❡❝t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦✈❡✳
✸✳✽ ❘❡s✉❧ts
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❋✐❣ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✭❘▼❙✮ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ 99.7% ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡rr♦r
❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐s
❤✐❣❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✮✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 0 deg ❛♥❞ 90 deg ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s✐♠✐❧❛r ❡rr♦rs ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝❡ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❛①✐s✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡✿ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡
✐s ❝❧♦s❡ t♦ 0 deg✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻❛ t❤❛t t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r
✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✐❣ ✸✳✶✼ s❤♦✇
t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ❛ ❧♦✇❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss ❝❧❡❛r✳
❆s ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❊①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
✸✳✽✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✶
✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡✳
✭❜✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ✭✸✳✶✷❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✷❜✮✳
✭❛✮ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r✳ ✭❜✮ ❆♥❣✉❧❛r ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛♥❣❧❡✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r
❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550− 2200 mm✱ 2150− 1850 mm ❛♥❞ 1800− 1500 mm✳
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✭❛✮ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r✳ ✭❜✮ ❆♥❣✉❧❛r ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❆♥❣✉❧❛r ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❢♦r ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ (2− 30) deg✱ (32− 60) deg ❛♥❞ (62− 90) deg✳
❡rr♦rs ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭s♠❛❧❧❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛r❦❡rs ②✐❡❧❞
❧❛r❣❡r ❡rr♦rs✮✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①❡s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥
2 cm ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ r♦✇ r❡❢❡rs t♦ ❛ ✜①❡❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✱ ❢♦r t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❞
♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r♦❧❧ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❘▼❙ ❡rr♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 99.7% ❧♦✇❡r
t❤❛♥ 2 deg ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡❣r❛❞❡s ❛s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ 0 deg ❛♥❞
t❤❡ 90 deg ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❡♠❛t✐❝
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✽✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✸
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Imposed angle [deg]
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ P♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s❧✐❞❡ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❡✳
✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡✳
✭❜✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ ✭✸✳✶✻❛✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✻❜✮✳
✼✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❊❚❘❖▲❖●■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆
✭❛✮ P♦s✐t✐♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r✳ ✭❜✮ P♦s✐t✐♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ P♦s✐t✐♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛♥❣❧❡✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r
❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550− 2200 mm✱ 2150− 1850 mm ❛♥❞ 1800− 1500 mm✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2550−2200 mm✱ 2150−1850 mm ❛♥❞ 1800−1500 mm✳
P✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
✸✳✾✳ ❈❖◆❈▲❯❉■◆● ❘❊▼❆❘❑❙ ✼✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①❡s✳
■♠♣♦s❡❞ ❛♥❣❧❡ σ roll σ pitch
[deg] [deg] [deg]
✷✵ ✵✳✹✽ ✵✳✶✵
✹✵ ✵✳✷✸ ✵✳✶✹
✺✵ ✵✳✶✽ ✵✳✵✺
✻✵ ✵✳✷✹ ✵✳✷✹
✽✵ ✵✳✶✽ ✵✳✼✻
✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s
❆ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✲
❝r❛❢t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
❝♦♠♣r✐s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ t❤r❡❡ P♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑♥❡✐♣ ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❘❆◆❙❆❈
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
♦✉t♣✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❦♥♦✇♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐✈❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ s❡t✲✉♣ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s
♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❞❡❣r❛❞❡ ❛s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡s✿ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦✈❡r② ❛❝t✐♦♥ ❛✐♠❡❞ ❛t ❜♦♦st✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ♣❛tt❡r♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✇✐t❤ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✹
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛❝t❧❡ss
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡
❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠
❢♦r t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t t❡st❜❡❞s✳ ■♥ t❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ P♦s✐t✐♦♥
❍♦❧❞ ❊♥❣❛❣❡ ❛♥❞ ❘❡♦r✐❡♥t ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭❙P❍❊❘❊❙✮ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✲
❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❬✾✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ♦✇♥
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❛r❡❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭✶✮ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ♣✉❧s❡
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛st❡r ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ♣✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ✭✷✮
♦♥❝❡ ♣✐♥❣❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱
✭✸✮ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ❜❡❛❝♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡
♣✉❧s❡s ❝❛♠❡ ❢r♦♠✱ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✈❡♥
✐❢ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❤❛s ❛ ❞♦✇♥s✐❞❡✿ t❤❡ ❝♦❧❞ ❣❛s t❤r✉st❡rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣✉❧s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
st❡♣✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠❡t✐❝✉❧♦✉s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r❝❡s✴t♦rq✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✲
✼✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❚❡st✐♥❣ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙♣❛❝❡
✭❆❙❚❘❖❙✮ ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❚❡st ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙♣❛❝❡❝r❛❢t
✭❚❊❆▼❙✮ ❬✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❡①♣❧♦✐t ❛ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡t
♦❢ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛s✱ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t✐♦♥✱ t♦ tr❛❝❦ ❜♦t❤ t❤❡
❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦rs ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦ 250 Hz✳
❚❤❡ ❆❙❚❘❖❙ t❡st❜❡❞✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠
t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ❛ ❧❛s❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ s✉❜✲
♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳
❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝s✿ ✭✶✮ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡
✐♥s✐❞❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ✭❖❋❙✮ ❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ✭❚▼✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠ ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿ t❤✐s s②st❡♠ r❡❧✐❡s
♦♥ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡rr♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♣❣r❛❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛♣♣❛r❛t✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❣❧♦❜❛❧ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣ t♦ 50 Hz✳
✹✳✷ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs ❜❛s❡❞ ♥❛✈✲
✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆▼ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡
♠❛♥❡✉✈❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✹✳✷✳ ❖P❚■❈❆▲ ❋▲❖❲ ❙❊◆❙❖❘❙ ❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✼✾
❥♦✐♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s♠❛❧❧✱ t❤✐s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆▼ t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡rs ✭◗❊✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t✐ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st❛r tr❛❝❦❡r✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛tt✐t✉❞❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t
r♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛①❡s ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ ✐❢ t❤❡ ❚▼ r♦t❛t❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◗❊ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❆▼ ❛♥❞ t❤❡ ❚▼✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥✉❧❧ ❛♥❞ ✈♦✐❞✳
▲❡t GΘAM ,
TΘAM , ❛♥❞
GΘTM ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐♥ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❚▼
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❛s GΘAM =
T ΘAM +
G ΘTM ✱ ✇❤❡r❡ ΘAM ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ◗❊✳ ❋r♦♠ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❚▼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ❝❧❡❛r✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❖❋❙ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r
✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦❜♦t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✹✽✕✺✵❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡✲
❤✐♥❞ t❤❡ ❖❋❙ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡rs✿ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♠❛❣❡r ❛❝q✉✐r❡s ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ t❡①t✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛t ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s✳
❚❤❡ ❖❋❙ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥s
✇❤♦s❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✿ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠❛❣❡❞✳ ❊❛❝❤ ❖❋❙✱ ♦♥❝❡ ♣♦❧❧❡❞✱ r❡t✉r♥s
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦❣❤❡t❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ✭✐✳❡✳ x✱ y ❛♥❞ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✮
♦❢ t❤❡ ❚▼✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤r❡❡ ❖❋❙ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡
❚▼ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❖❋❙ ❛s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥s s❡♥s♦rs ❛r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• ✐t ✐s ❛ ❝♦♥t❛❝t❧❡ss s②st❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❚▼❀
• ✐ts ❧♦✇ ♠❛ss ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠❛❦❡ ✐t ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠❀
✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
• ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✉♣ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 6400 Hz✮❀
• ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✐t ✐s ❝❤❡❛♣ ❛♥❞ ✐t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❙P■ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ♠✐❝r♦❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs❀
• t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✢❡①✐❜❧❡ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡
♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❖❋❙ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✿ ❛♥ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②
s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚♦ ❜♦♦st t❤❡ ♠❡❛s✉r♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❖❋❙✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡
❛❞♦♣t❡❞✳
✶✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✐s
❧✐❣❤t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞ ▲❊❉✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s♣♦♥✲
s✐✈✐t② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t ♣❡r ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥♣✉t✮ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 600 t♦ 700 nm✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦✉♥t✐♥❣ ❧❛②♦✉t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❛①✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❊❉
❛①✐s ✐s t✉♥❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
✷✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤✐s ♣r❡✲
❧✐♠✐♥❛r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ❡♥s✉r❡s ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t②
❧❡✈❡❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❡①t✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t ♦❢ 35%✳
❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡t✉r♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❖❋❙ ✐s s❤♦✇♥✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ✭❙◗❯❆▲✮ ✈❛❧✉❡ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ 85% ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡❀ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♠♦r❡
t❤❛♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss❡❞ r❡❛❞✐♥❣s ❧♦✇✳
✹✳✷✳ ❖P❚■❈❆▲ ❋▲❖❲ ❙❊◆❙❖❘❙ ❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ♠♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❊❉ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❧✐❣❤t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② ❛✐♠s ❛t s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ✷❉ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❖❋❙ ♠♦✉♥t❡❞ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✿ ✭✶✮ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ G✱ ✭✷✮ t❤❡ ❚▼ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❛❧s♦ ❞✉❜❜❡❞ ❜♦❞② ❢r❛♠❡
B ❛♥❞ ✭✸✮ ❖❋❙s ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ ✇❤♦s❡ xi ❛♥❞ yi ❛①❡s✱ ✇✐t❤ i = 1, 2, 3✱ ❛r❡
❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ i✲t❤ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛①❡s✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❖❋❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ri ❛♥❞ θi ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ τi ❞❡✜♥❡ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r τi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛①✐s yi ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
ri✱ ✇❤✐❧❡ σi✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ τi ❛♥❞ θi✱ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ yi ❛♥❞
BY ✳
❊❛❝❤ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t [δxi, δyi]
T ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✲
✈❛❧ ∆t✳ ▲❡t ∆z ❜❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ∆S t❤❡ ❚▼ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❦✐♥❡♠❛t✐❝ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✿
∆z = [δx1, δy1, δx2, δy2, δx3, δy3, ]
T
∆S = [∆X, ∆Y, ∆Θ]T
✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❊❉✳
❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s ∆S t♦ ∆z ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
∆z = A∆S ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ A ✐s ❛ s✐①✲❜②✲t❤r❡❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
A =

cos(σ1) − sin(σ1) −r1 sin(τ1)
sin(σ1) − cos(σ1) r1 cos(τ1)
cos(σ2) − sin(σ2) −r2 sin(τ2)
sin(σ2) − cos(σ2) r2 cos(τ2)
cos(σ3) − sin(σ3) −r1 sin(τ3)
sin(σ3) − cos(σ3) r2 cos(τ3)

✭✹✳✷✮
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ∆S✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼♦♦r❡✲
P❡♥r♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① A+ ❛s✿
∆S = A+∆z. ✭✹✳✸✮
■❢ t❤❡ ♣♦s❡ [GX, GY, GΘ] ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t tk−1 ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♣♦s❡ ❛t t✐♠❡ tk ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
✹✳✷✳ ❖P❚■❈❆▲ ❋▲❖❲ ❙❊◆❙❖❘❙ ❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✽✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❦✐♥❡♠❛t✐❝ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ∆Sk ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
GXk
GYk
GΘk
 =

GXk−1
GYk−1
GΘk−1
+

cos(Θk−1) sin(Θk−1) 0
sin(Θk−1) cos(Θk−1) 0
0 0 1


∆Xk
∆Yk
∆Θk
 . ✭✹✳✹✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡
❚▼ ♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳
✹✳✷✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠
●✐✈❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚▼
❛❧♦♥❣ ✐ts ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (ri, θi)
❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ (τi, σi) ♦❢ ❡❛❝❤ ❖❋❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤✉s
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①A✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s✿ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪ ❛♥❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇❡❢♦r❡
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s
❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❡♠✲
♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚▼
✐♥ ✐ts ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❖❋❙ ❛❜♦❛r❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❚▼ ♣r♦t♦t②♣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢✿ ✭✶✮ ❛ ❝❡♥tr❛❧ sq✉❛r❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡❀ ✭✷✮ t❤r❡❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠
♣r♦✜❧❡ ❜❡❛♠s✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r✐❣✐❞❧② t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ ❞✐s♣♦s❡❞ ❛t 120 deg ❛♥❞ ♠❡❡t✐♥❣ ❛t t❤❡
♦rt❤♦❝❡♥t❡r ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡❀ ✭✸✮ t❤r❡❡ r❡❞ ▲❊❉s✱ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ 0.4 W ❡❛❝❤❀ ✭✹✮ t❤r❡❡ ❖❋❙s✱ ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❞ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦rt ♣❧❛t❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡
▲❊❉s❀ ✭✺✮ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❆r❞✉✐♥♦ ❯◆❖✮ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣♦✇❡r t❤❡ s❡♥s♦rs
❛♥❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❖❋❙s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡❞ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ♥❡❡❞s✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✮❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❚▼ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❖❋❙ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❚▼✳
❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✱ t❤❡ ❚▼ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥t♦ t✇♦
♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ 0.05 µm✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
0.02 deg✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳
❘❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣
❚❤❡ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s✿ ❛ ✜rst tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
♣❤❛s❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ki ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
σi ❢♦r ❡❛❝❤ ❖❋❙✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❚▼ ♠♦❝❦✲✉♣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❣❡s✳ ❚❤❡
❦♥♦✇♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦t✐♦♥ (∆X, ∆Y ) ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ❖❋❙ ✭δxˆi, δyˆi✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ki ❛♥❞ σi ❛s✿
✹✳✷✳ ❖P❚■❈❆▲ ❋▲❖❲ ❙❊◆❙❖❘❙ ❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✽✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠✳
ki =
√
∆X2 +∆Y 2√
δxˆ2i + δyˆ
2
i
✭✹✳✺✮
σi = tan
−1
(
∆X
∆Y
)
− tan−1
(
δxˆi
δyˆi
)
✭✹✳✻✮
✇❤❡r❡ δxˆi, δyˆi ❛r❡ t❤❡ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥ ❝♦✉♥ts ✭ ct✮✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s k¯i ❛♥❞ σ¯i ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ri ❛♥❞ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ τi ♦❢ ❡❛❝❤ ❖❋❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ♠♦❝❦✲✉♣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧
st❛❣❡✱ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❢r❛♠❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s✳ ❇② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♠♣♦s❡❞
♠♦t✐♦♥ ∆Θ t♦ t❤❡ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts δxˆi,j, δyˆi,j ❢♦r ❡❛❝❤ j✲t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ri, τi ❛s✿
✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
ri = k¯i
∑
j
√
δxˆ2i,jδyˆ
2
i,j
∆Θ
✭✹✳✼✮
τi = tan
−1
(
δxˆi,j
δyˆi,j
)
. ✭✹✳✽✮
❖♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s r¯i ❛♥❞ τ¯i ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ¯i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
θ¯i = τ¯i − σ¯i. ✭✹✳✾✮
❙❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛♥❡✉✈❡rs ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✷❪✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❖❋❙ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡s✉❧ts✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❘▼❙
✈❛❧✉❡s✳
i
k¯i σ¯i r¯i τ¯i θ¯i
[ mm/ct] [ deg] [mm] [ deg] [ deg]
✶ 0.60± 0.01 298± 1 389± 6 262.5± 0.09 −32.5± 1.7
✷ 0.67± 0.02 180± 1 392± 3 263± 1.1 83.1± 1.5
✸ 0.67± 0.02 63± 2 397± 7 264.3± 0.5 201.4± 2
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❘❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡
❚❤❡ r❡✜♥❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❖❋❙✳
▲❡t n ❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡r ∆Sn ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥✲
t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ δzˆ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ x =
[k1, σ1, r1, θ1, k2, σ2, r2, θ2, k3, σ3, r3, θ3]
T t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❡❝t♦r✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ∆Ξn ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
♠♦t✐♦♥ ❛s✿
∆Ξi = A¯(x)∆Sn ✭✹✳✶✵✮
✹✳✷✳ ❖P❚■❈❆▲ ❋▲❖❲ ❙❊◆❙❖❘❙ ❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✽✼
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A¯ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Aˆ =

cσ1/k1 −sσ1/k1 r1sτ1/k1
sσ1/k1 −cσ1/k1 r1cτ1/k1
cσ2/k2 −sσ2/k1 r2sτ2/k2
sσ2/k2 −cσ2/k2 r2cτ2/k2
cσ3/k3 −sσ3/k3 r3sτ3/k3
sσ3/k3 −cσ3/k3 r3cτ3/k3

✭✹✳✶✶✮
❛♥❞ c ❛♥❞ s st❛♥❞ ❢♦r sin ❛♥❞ cos✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs xˆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs✿
xˆ = argmin
x
∑
n
||Aˆ(x)∆Sn − δzˆn||22. ✭✹✳✶✷✮
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❛✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❣❛r❞ ♠❛✐♥❧② ri ❛♥❞
θi✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠♦t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ 8.6%✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❖❋❙ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡s✉❧ts✳
i
ki σi ri θi
[ mm/ct] [ deg] [mm] [ deg]
✶ 0.599 297.9 383.6 −35.64
✷ 0.666 179.99 383.1 83.23
✸ 0.666 62.74 386.5 201.77
✹✳✷✳✸ ▼♦t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ s❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦t✐♦♥s
❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ✭✐✳❡✳ X✱ Y ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t✉♣ ♠♦✈❡s✱ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ♦♥✲
❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡
✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ❡rr♦rs ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❛✲
♥❡✉✈❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✿ ✭✶✮ ❛ 50 mm ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ✐♠♣♦s❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ GY ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✭✷✮ t❤❡ ❚▼ r♦t❛t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 20 deg✱ ✭✸✮ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s r❡st♦r❡❞ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ −20 deg✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✹✮ t❤❡ ❚▼ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦ t♦ ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋✐❣✉r❡
✹✳✺❛ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❜ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
✐♥st❛♥t ✭t❤❡ ❝♦✉♥t ♥✉♠❜❡r✮✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣
♦❢ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡r✳
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✭❜✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❖❋❙ ♠♦t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❢♦r❝❡ t❤❡ ❚▼ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛③✐♠✉t❤❛❧
✹✳✷✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✽✾
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✶
❛♥❞ ✷✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫx,2 = 0.35 mm ❛♥❞
ǫy,2 = 4 mm✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞
st❛❣❡s✱ t❤❡ ❚▼ ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ✶✲✷ ❛♥❞
✸✲✹✿ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡r
✭st❡♣ ✹✮ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ❖❋❙ ♠✐ss❡s s♦♠❡ r❡❛❞✐♥❣s ❛❧♦♥❣ ✐ts ♣❛t❤ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✱ ✐t ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧②
♠✐ss t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ✇❛② ❜❛❝❦✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✐❢ t❤❡
❚▼ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛t❤✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ✐t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥
t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳
❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ✭✶✮ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✲
✐♥❣ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦✈❡r t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✴♠✐❞✲
t❡r♠ ♣❡r✐♦❞✱ ✭✷✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞✱ t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❛❝❦❧❡s t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳
✹✳✸ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❛✐❞❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ s❡♥✲
s♦r ❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst ❡✛♦rt ❛✐♠❡❞ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❚▼ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ s❤♦rt✲t❡r♠ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❤❛s
t✇♦ ♠❛✐♥ ❞♦✇♥s✐❞❡s✿ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦rs✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦♦st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ ✇✐t❤
t✇♦ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿
✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
• t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ♣♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡❀
• t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞❡❞❀
• t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ♠✉st ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✳
❚♦ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❛ ❧♦✇❡r
r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
♠♦❞✉❧❡s ♦♣❡r❛t❡s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡❞✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✿ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤
❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs
t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❆❢t❡r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
✹✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
❚❤❡ ✉♣❣r❛❞❡❞ ❖❋❙ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼✿ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❡✈♦❧✈❡❞ t♦✇❛r❞s ✐ts ✜♥❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❖❋❙ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ s❡t✉♣✿ ✭✶✮ t❤❡ ❚▼ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ✐t
❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝ s✉❜s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛❧❧ t❤❡
s✉♣♣♦rt ♣❧❛t❡s ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❚▼ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❚▼
✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮ s♦ t❤❛t ❦♥♦✇♥ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞❀ ✭✷✮ t❤❡ ❚▼ ❝❛♥ ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❧❛♥❛r ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥
♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛✐r ❝✉s❤✐♦♥
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r✐③❡❞ ❛✐r✢♦✇✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❖❋❙✱ t❤r❡❡
✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ✐t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ❛♥❞
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✾✶
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❜✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼✱ t❤❡ sq✉❛r❡✲s❤❛♣❡❞ ♠❛r❦❡rs ❤❛✈❡ ❛ s✐❞❡ ♦❢
5 cm✳
❆ ❧♦✇ ❝♦st ❝❛♠❡r❛ ✭❖❞r♦✐❞ ❯❙❇ ❝❛♠❡r❛✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛t
❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❚▼ ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ ❛♥❞ r♦t❛t❡✱ ✇✐t❤ ✐ts ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s
❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ♦♥❧②
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❚▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❚▼ ♦♣❡r❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✲♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❢r❛♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s✳
❚❤❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇✲❢r✐❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❝❛❧❡ ♣r♦✲
t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛r❜❧❡ t❛❜❧❡ ✇✐t❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ 1200 x800 mm✱ ❛ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ♣r✐♥t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛♣❡r s❤❡❡t ❝♦✈❡r❡❞
❜② ❛ 1 cm t❤✐❝❦ ❣❧❛ss s❤❡❡t✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❖❋❙ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
✹✳✸✳✷ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛♠❡r❛✳
❋♦✉r ♠❛✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ✭✶✮ t❤❡ ❊①t❡r♥❛❧ ●❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ G✱
✭✷✮ t❤❡ ❈❛♠❡r❛ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ C✱ ✭✸✮ t❤❡ ❚▼ ❇♦❞② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ B ❛♥❞ ✭✹✮
t❤❡ i✲t❤ ❖❋❙ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ i✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❖❋❙✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❛✐❞❡❞ ❖❋❙
❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ♣♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳
❆❢t❡r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs
♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♠❛r❦❡rs
❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ♠❛r❦❡rs
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❚▼ ♠❛♥❡✉✈❡r
st❛rts✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦❧❧♦✇s
❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐s
✜rst ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧
s♣❡❝❦❧❡s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s❀ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛r❡❛s
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❛r❡❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲P❡✉❝❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞✱ ✐❢ ❛
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✾✸
r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐t ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s
❛ ✈❛❧✐❞ ♠❛r❦❡r✳ ❆❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦❧❡s ✭✐✳❡✳ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♠❛r❦❡r ❢r❛♠❡✮✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞ ♠❛r❦❡r ♦r r❡❥❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧
♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇♦❞② ✜①❡❞ ❢r❛♠❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❚▼ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❡ ✸❉ ❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ ♥ P♦✐♥ts ✭P♥P✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✹✸❪ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❛ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✜✈❡✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✺ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ P✸P s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❘❆◆❙❆❈ s❝❤❡♠❡ t♦ r❡❥❡❝t ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ♣♦s❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡t ❬✶✼❪✳
❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❚▼❀
• t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿
✭✶✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♠❛r❦❡rs✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦✉r✲❜②✲❢♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① CGT ❀
✭✷✮ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❚▼
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❚▼ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✱ ✐✳❡✳ CBT ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
B
GT =
B
CT ·BC T =
CBR−1 −CBR−1 ·C tB
01 x3 1
 CGR CtG
01 x3 1
 . ✭✹✳✶✸✮
❚♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❛ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
✹✳✸✳✸ ❉❛t❛ ✜❧t❡r✐♥❣
❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❧✐♥❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠ ❛t ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚♦ ❢✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥
✜❧t❡r ✭❊❑❋✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❬✺✸❪✳
▲❡t Xk = [xk, yk, θk]
T ❜❡ t❤❡ ❚▼ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ■❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❖❋❙ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r uk = ∆Sk =
[∆Xk, ∆Yk, ∆θk]
T ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r wk = [wx,k, wy,k, wθ,k] ✱ t❤❡ st❛t❡
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❑❋ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
Xk+1 = f(Xk, uk, wk) ✭✹✳✶✹✮
♦r✱ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✱ ❛s✿
xk+1 = xk + (∆Xk + wx,k) cos θk − (∆Yk + wy,k) sin θk
yk+1 = yk + (∆Xk + wx,k) sin θk + (∆Yk + wy,k) cos θk
θk+1 = θk +∆θk + wθ,k
✭✹✳✶✺✮
✇❤❡r❡ wk ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Qk✱ ✐✳❡
Qk ∼ N(0, Qk)✱ ✇✐t❤✿
Qk = ❞✐❛❣[σ
2
wx,k
, σ2wy ,k, σ
2
wθ,k
]. ✭✹✳✶✻✮
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛♠❡r❛✳ ▲❡t zk = [xc,k, yc,k, θc,k]
T ❜❡ t❤❡ ❚▼ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡
❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐① BGT ✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s✿
zk = HXk + vk ✭✹✳✶✼✮
♦r✱ ✐♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✱ ❛s✿
xc,k
yc,k
θc,k
 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


xk
yk
θk
+

vx,k
vy,k
vθ,k
 ✭✹✳✶✽✮
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✾✺
✇❤❡r❡ vk ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Rk✱ ✐✳❡✳ vk ∼ N(0, Rk)✿
Rk = diag[σ
2
vx,k
, σ2vy ,k, σ
2
vθ,k
] ✭✹✳✶✾✮
●✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡ st❡♣s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ P❤❛s❡✿
Xk+1|k = f(Xk|k, uk, 0) ✭✹✳✷✵✮
Pk+1|k = Fk Pk|k F
T
k +GkQkG
T
k ✭✹✳✷✶✮
• ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡ P❤❛s❡✿
Kk = Pk|k−1H
T [H Pk|k−1H
T +Rk ]
−1 ✭✹✳✷✷✮
X̂k|k = X̂k|k−1 +Kk[ zk −H x̂k|k−1 ] ✭✹✳✷✸✮
Pk|k = Pk|k−1 −KkH Pk|k−1 ✭✹✳✷✹✮
✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ st❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ K t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ❛♥❞ F, G ❛r❡ t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥s
♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✿
Fk =
∂f
∂X
∣∣∣∣
Xk,uk,0
=

1 0 −∆Xk sin θk −∆Yk cos θk
0 1 ∆Xk cos θk −∆Yk sin θk
0 0 1
 ✭✹✳✷✺✮
Gk =
∂f
∂u
∣∣∣∣
xk,uk,0
=

cos θk − sin θk 0
sin θk cos θk 0
0 0 1
 ✭✹✳✷✻✮
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❚▼ ♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡
✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✱
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ st❡♣ t♦
♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❖❋❙ ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥❡✇
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡
st❡♣ s♦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✸✳
✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
✹✳✸✳✹ ❚❡st ❛♥❞ r❡s✉❧ts
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱ s❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳
❋✐rst t❡st ♣❤❛s❡
■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ ❚▼ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦✲
t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡rr♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❊❛❝❤ t❡st ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• t❤❡ ❚▼ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✲
✐③❡❞ st❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡r ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s
❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✐♥ ♣✉r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡❀
• t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs❀
• t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛♠❡r❛ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡r ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st
♠❛♥❡✉✈❡r✿ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ❛♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ 4 deg ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t♦
t❤❡ ❚▼✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ −4 deg✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠
♠❡❛s✉r❡s ❛ r♦t❛t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢
♠❛♥❡✉✈❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❧♦✇❡r ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠✳
❉✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ❛♥❞
s❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st ♠❛♥❡✉✈❡r✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛❣❡✱
t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞②
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❦❡❡♣ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❡st✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❡st ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵ ♠❛♥❡✉✈❡r
st❡♣s ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ♣❤❛s❡✳
❙❡❝♦♥❞ t❡st ♣❤❛s❡
❚❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠❡❛♥ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦
t❤❡ ❚▼ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧✲
✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
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OFS CAM
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❞✉❧❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ●✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡s
r❡❢❡r t♦ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡❞ ❧✐♥❡s t♦ ❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞
st❛❣❡s✳
❧♦✇❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ t❤✐s
t❡st ♣❤❛s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❛s❡ ❛r❡ t✇♦✿ ✭✶✮ t❤❡
❚▼ ✐s ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ✢❛t t❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ t❤✐♥ ❛✐r ❧❛②❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r s❦✐❞s s♦
t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ st❛❣❡s❀ ✭✷✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦✇ ♠❡r❣❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❊❑❋ ❛s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ✹✳✸✳✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❡sts ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✿ t❤✉s✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❙❡✈❡r❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❚▼ ❜② ❤❛♥❞✳ ❚❤✐s
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✾✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
❱❛r✐❛❜❧❡ ❘▼❙ ❊rr♦r
xc 0.39 mm
yc 0.42 mm
θc 0.1 deg
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ s✐♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣✳
■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❖❋❙ s②st❡♠ ❛❝q✉✐r❡ ❞❛t❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 0.2 Hz ❛♥❞ 20 Hz r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊❑❋ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❖❋❙✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s✿
Q = ❞✐❛❣([5 · 10−4 mm2, 5 · 10−4 mm2, 7 · 10−6 rad2]). ✭✹✳✷✼✮
❆s r❡❣❛r❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜❧✲
t❡r ✭✐✳❡✳ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡✮ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❋✐rst ♦❢
❛❧❧✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❚▼ ❜♦❞② ❢r❛♠❡s ✭s❡❡ ❡q✳ ✹✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ t❤❡ ❚▼ ♣♦s❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ CGT ❛♥❞
C
BT ✳
▲❡t ξ1 = [φ1, θ1, ψ1, tx1, ty1, tz1] ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s
❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ξ2 = [φ2, θ2, ψ2, tx2, ty2, tz2] ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ✐♥ ❚▼ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
C
GT =
C
G T (φ1, θ1, ψ1, tx1, ty1, tz1) ✭✹✳✷✽✮
C
BT =
C
B T (φ2, θ2, ψ2, tx2, ty2, tz2) ✭✹✳✷✾✮
❙✐♥❝❡ BGT =
B
C T ·CG T ✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ξ′ = [ξ1, ξ2] ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t BGT =BG T (ξ′)✳
❚❤❡ s✐① ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✱ ♥❛♠❡❧② ξ =
✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
[φ, θ, ψ, tx, ty, tz] ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
B
GT ♠❛tr✐① ❛s ❢♦❧❧♦✇✿
φ = g1(ξ
′) = tan−1
(
B
GT2,3
B
GT3,3
)
✭✹✳✸✵✮
θ = g2(ξ
′) = sin−1(BGT1,3) ✭✹✳✸✶✮
ψ = g3(ξ
′) = tan−1
(
B
GT1,2
B
GT1,1
)
✭✹✳✸✷✮
tx = g4(ξ
′) =BG T1,4 ✭✹✳✸✸✮
ty = g5(ξ
′) =BG T2,4 ✭✹✳✸✹✮
tz = g6(ξ
′) =BG T3,4 ✭✹✳✸✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts i, j ✐♥ Ti,j ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ (i, j)✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳
❚♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ ♦♥❧② ψ, tx, ty ❛r❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
✈❡❝t♦r ξ′✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ξ′ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡st ♣❤❛s❡✿ ❧❡t t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r uξ′ ∈ R12✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ψ, tx, ty t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❑❧✐♥❡✲
▼❝❈❧✐♥t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s✿
uξ,i =
√√√√∑
j
(
∂gi
∂ξ′j
)2
u2
ξ′j
i = 3, 4, 5; j = 1 . . . 12. ✭✹✳✸✻✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✻ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s R = ❞✐❛❣([u2tx u
2
ty
u2ψ])✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❖❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❖❋❙ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ s❤♦✇ ❛ ❞r✐❢t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✭r❡❞ ❞♦ts✮ t❤❛t ❛❝t ❧✐❦❡ ❛
✹✳✸✳ ❈❆▼❊❘❆✲❆■❉❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✵✶
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s❡❞ t♦ r❡s❡t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧
✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳
❇② ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s❡s ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❚▼✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s❡✱
✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ st❡♣✱ s❤♦✇s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σmax =
[7.38mm, 7.38mm, 1.76 deg]✳
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CAM OFS EKF
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣♦s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✱ r❡❞ ❞♦ts ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❖❋❙✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❊❑❋ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
♦♥ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❦❡♣t ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤♦✇❡✈❡r s❤♦✇s s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t❤❡ ✜rst
♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❧♦✇ ❜✉❞❣❡t ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ✐s ♥♦t t❛②❧♦r❡❞
❢♦r ❤✐❣❤ r❛t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ✭✷✮ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ♠✉st ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
✶✵✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✹ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
s②st❡♠ ❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡
❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖❋❙
s②st❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳
❆s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞ ♣r♦❝❡❡❞s t♦✇❛r❞s ✐ts ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥✱ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r✐s❡✿ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉st ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡✳
❙♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✿ ✐♥ ❢❛❝t ✐❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✉s❡❞ ✭✶✮
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ❛❜♦❛r❞ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱
✭✷✮ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛
s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡ ✐s t♦♦ ❢❛r ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t s②st❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st t❛❜❧❡ ❛r❡❛✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s
❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠♦❞✉❧❡s ✭❖❋❙✱ ◗❊✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❤❛r❡❞ ❝♦♠♠♦♥ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❆s ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ✻ ✐♥❢r❛r❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s✱ s♦♠❡ ♣❛ss✐✈❡ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❝♦♥tr♦❧ st❛t✐♦♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛s✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❇❚❙ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ✻ ❙♦♥② ❳❈✲✼✺ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✼✻✽✭❍✮①✹✾✹✭❱✮ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ❧❡♥s ♠♦✉♥t ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ s♦ t❤❛t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✵✸
✹✳✹✳✶ ●❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ s❡t✉♣
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s t♦
✜♥❞ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
s❡t✉♣✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❝❧❡❛r✳ ❆❢t❡r
❛ ♣r♦♣❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❡❛❝❤ r❡tr♦r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡r ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛t
❧❡❛st t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡r✱
r❡❞✉♥❞❛♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛s
✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇s ♦✈❡r❧❛♣ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✻①✺ ♠ ✇✐t❤ t❤❡
❝❡✐❧✐♥❣ ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✸ ♠✳ ❚❤❡ t❡st t❛❜❧❡✱ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱
❤❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✷①✸ ♠ ❛♥❞ ✐ts ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ✵✳✾ ♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✢♦♦r✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✽✺ ♠✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
✈♦❧✉♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡
❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✐① ❝❛♠❡r❛s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 2.5 m ❛r♦✉♥❞ t❤❡
t❡st t❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♣♦✐♥ts ❞♦✇♥✇❛r❞s ✇✐t❤
❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 25 deg✱ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t❡st
t❛❜❧❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ 62% ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜②
s✐① ❝❛♠❡r❛s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ✐s ✐♥ s✐❣❤t ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❛♠❡r❛s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵
s❤♦✇s t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ t❡st ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐① ❝❛♠❡r❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇s
❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❜❧✉❡ ♣②r❛♠✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s s❤♦✇♥ ❛s ❛ r❡❞
♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳
✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ s✐①
❝❛♠❡r❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ♣②r❛♠✐❞s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ s✐❣❤t
♦❢ t❤❡ s✐① ❝❛♠❡r❛s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ r❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳
✹✳✹✳✷ ▼♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦r❡✲
✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s
❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛❜♦❛r❞
t❤❡ ❆▼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ tr❛❝❦❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s M0, M1, M2 ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ t♦♣ ❝♦r♥❡rs
♦❢ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝✉st♦♠ ♠❛❞❡ ♣❧❛st✐❝ s✉♣♣♦rts✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛r❦❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✿ ✭✶✮ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❆▼ ❝❛♥ r♦t❛t❡ ✇✐t❤ r♦❧❧
❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [−40,+40] ❞❡❣r❡❡s✱ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ■❘ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛r❦❡rs ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✐s r❡❞✉❝❡❞✳
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✵✺
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿
• ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ G✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ▲♦❝❛❧
❱❡rt✐❝❛❧ ✲ ▲♦❝❛❧ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✭▲❱▲❍✮ ❢r❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❙②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r st✐❝❦s
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ r❡tr♦r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs❀
• t❤❡ ❢r❛♠❡ B✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ ✐ts ♦r✐❣✐♥ BO
❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts s②st❡♠❀
• t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ MC ❢r❛♠❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛♥❞ t✇♦ ♦❢ t❤❡ s✐① ■❘ ❝❛♠❡r❛s✳ ❚❤❡ r❡tr♦ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡
●❧♦❜❛❧ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❋r❛♠❡ ✭❘❋✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ❇♦❞② ❘❋ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡
❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ r❡tr♦ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♠❛r❦❡rs M0 ✱ M1 ❛♥❞ M2 ♦♥ ❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞
✐♥ r❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠✱ t❤❡
t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▼❈ ❢r❛♠❡✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✶✵✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ MCx ❛♥❞ MCy
❛①❡s✳ ▲❡t t❤❡ ✈❡❝t♦rs p ❛♥❞ q ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s p =
−−−−→
M0M1 ❛♥❞ q =
−−−−→
M0M2✳ ❚❤✉s t❤❡ MC
❛①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
MCx = p
MCy = q
MCz =
p× q
||p× q||
✭✹✳✸✼✮
◆♦♠✐♥❛❧❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ Bx ❛♥❞ By ❛①❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ BO ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r0 = [260, 260, 230]mm
t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡r M0✳
❖♥❝❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐♥ G ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❜② s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① GMCR ❢r♦♠ t❤❡ MC t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ❛s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛s ❝♦❧✉♠♥s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs MCx, MCy, MCz✳
❚❤❡ r♦❧❧ φ✱ ♣✐t❝❤ ϑ ❛♥❞ ②❛✇ ψ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
φ = tan−1(GMCr3,2/
G
MCr3,3) ✭✹✳✸✽✮
ϑ = sin−1(−GMCr3,1) ✭✹✳✸✾✮
ψ = tan−1(GMCr2,1/
G
MCr1,1). ✭✹✳✹✵✮
✹✳✹✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠
■♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ MC r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ s✐♥❝❡
✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♦♥ ❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳
❆ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢✿ ✭✶✮ ♠❛❦✐♥❣
BO ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ✭✷✮ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❘❋ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱
✐♥ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ◗❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣✳
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✵✼
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❖r✐❣✐♥ P♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❡①♣❧♦✐ts ❛ s✐♠♣❧❡
❜✉t ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❞❡❛✿ ❞✉r✐♥❣ ❛♥② ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❛tt✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❤❡r✐❝❛❧
♠❛r❦❡r ♦♥ ❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥ts✳
●✐✈❡♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ ❆▼ ❛♥❞✱
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t 50 Hz✱ ✐✳❡✳ Mi,k = [xi,k, yi,k, zi,k]
T ✇❤❡r❡ i = 0, 1, 2 ❛♥❞ k = 1 . . .m r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ BÔ = [Bx̂, B ŷ, B ẑ] ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ r❛❞✐✐ r0✱ r1 ❛♥❞ r2 t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✿
f =
m∑
k=1
2∑
i=0
ǫ2i,k ✭✹✳✹✶✮
✇❤❡r❡ ǫi,k ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ǫi,k =
√
(xi,k − xB)2 + (yi,k − yB)2 + (zi,k − zB)2 − ri ✭✹✳✹✷✮
❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ ❆▼ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇
❛♥❣❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣r♦✜❧❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
▼❈ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛
❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✺✵ s ✭❛❜♦✉t ✷✺✵✵ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣s✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦r✐❣✐♥ BO ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t ❛♥ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✿ t❤✐s
st❛t❡♠❡♥t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ BO s❤♦✇ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♦r✐❣✐♥ BÔ ❛r❡
♠❛r❦❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❡✈✐❞❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛ r❛♥❞♦♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❙②st❡♠✳
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❆①❡s ❆❧✐❣♥♠❡♥t
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ▼❈ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡
❜♦❞② ❢r❛♠❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
✶✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❆tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛♥❣❧❡s ✐♠♣♦s❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❆▼ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ BO ✐♥ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❋r❛♠❡✳
❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts✮✳
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✵✾
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ◗❊s ❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 0.09 deg✱ t❤❡ ◗❊s ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♣♦s✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠
❛r❡ ✜rst ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❘❋ t♦ t❤❡ ●❧♦❜❛❧
❘❋ GMCR(M0,M1,M2)✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts φQE✱
ϑQE ❛♥❞ ψQE ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ t♦
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ GBR(φQE, ϑQE, ψQE)✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s φmis✱ ϑmis ❛♥❞ ψmis r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
B
MCR =
G
B R
T · GMCR ✭✹✳✹✸✮
❛s✿
φmis = atan(
B
MCr3,2/
B
MCr3,3)
ϑmis = asin(−BMCr3,1)
ψmis = atan(
B
MCr2,1/
B
MCr1,1)
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❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s②st❡♠s ✐s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ②❡t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ st❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
✐♠♣♦s❡❞ st❛t✐❝ ❛tt✐t✉❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ (φQE,i, ϑQE,i, ψQE,i)
❛♥❞ (M0,i, M1,i, M2,i) r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❆▼ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛tt✐t✉❞❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✸ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s
(φmis,i, ϑmis,i, ψmis,i)✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾ st❛t✐❝ ❛tt✐t✉❞❡ st❡♣s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊✉❧❡r
❛♥❣❧❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠✐s✲
❛❧✐❣♥♠❡♥t r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s
φmis✱ ϑmis ❛♥❞ ψmis ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✶✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
s❡q✉❡♥❝❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿
φmis = 0.49 deg
θmis = 0.16 deg
ψmis = 0.06 deg .
✭✹✳✹✺✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t✐❝ r♦❧❧ φ✱ ♣✐t❝❤ ϑ ❛♥❞ ②❛✇ ψ ❛♥❣❧❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❙②st❡♠ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛①❡s ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳
✹✳✹✳✹ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ t❤r❡❡
❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s φ✱ ϑ ❛♥❞ ψ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠✱ ✭✷✮ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
BÔ✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s t❤❛t ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ◗❊s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡rs✳
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✶✶
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡
❑❧✐♥❡ ▼❝❈❧✐♥t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✹✺❪✿
uy =
√√√√ n∑
i=1
(
∂y
∂xi
)2
u2xi ✭✹✳✹✻✮
✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ xi ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s✿ ✭✶✮
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡rs ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts s②st❡♠ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❙②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs
✐s r❡t✉r♥❡❞ ❛s ❛ t②♣❡ ❆ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ux = 0.4 mm ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
❡q✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs✳
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❆♥❣❧❡s
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs xi✱ ✇✐t❤ i = 1 . . . 9✱ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
uxi = ux✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❛r❦❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❚♦♦❧❜♦①✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤♦❧❞✿
uϑ =
√
2
b
ux ✭✹✳✹✼✮
uψ =
√
2
bxy
ux =
√
2
b cosϑ
ux ✭✹✳✹✽✮
✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs M0 ❛♥❞ M1✱ ❡q✉❛❧ t♦ 520.0 mm✱
❛♥❞ bxy ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ b ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ x✲y ♣❧❛♥❡✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✼ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ϑ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.06 deg✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ②❛✇ ❛♥❣❧❡ ψ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✽✱ ✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ♠❛r❦❡rs ♦♥t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❆♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ uψ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✶✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥ts s②st❡♠✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ −40 t♦ 40 deg✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② uψ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0.06 ❛♥❞ 0.08 deg✳
❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❣❧❡ uφ✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆▼ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✐s ✈❛r✐❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ [−40,+40] deg ❢♦r t❤❡
r♦❧❧ ❛♥❞ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 360] deg ❢♦r t❤❡ ②❛✇ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛tt✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② uφ = uφ(φ, ϑ, ψ, uxi) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞✱
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ uφ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱
r❡s✉❧t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.06 deg ❛♥❞ 0.09 deg✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ s❤♦✇s ✐♥ r❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❢♦r
t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤
❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡
❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r♦❧❧ ❛♥❞ ②❛✇ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮ s❤♦✇ t♦
❜❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡✈❡❧s✳
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❖r✐❣✐♥ P♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ OB ✐♥ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❘❋ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
GÔB =
GM0 +
G r̂0 =
GM0 +
G
MC R(M0,M1,M2)
B r̂0 ✭✹✳✹✾✮
✇❤❡r❡ B r̂0 = [259.3, 260.1, 228.7] mm ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✾✱ t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ ✭✶✮ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ GM0 ♣♦s✐t✐♦♥ uGM0 = [0.4, 0.4, 0.4]
T mm✱ ✭✷✮ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① GMCR✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ B r̂0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✶ ❛s uBr0 = [0.2, 0.2, 0.1] mm✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Gr̂0✿ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
t❤❡ ❑❧✐♥❡ ▼❝❈❧✐♥t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❛s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ φ, ϑ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① GMCR ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❧ φ✱ ♣✐t❝❤ ϑ ❛♥❞ ②❛✇ ψ ❛♥❣❧❡s
✹✳✹✳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ●▲❖❇❆▲ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼ ✶✶✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❛♥❡✉✈❡r ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡
❧✐♥❡✳
G
MCR =

cosψ cosϑ cosψ sinφ sinϑ− cosφ sinψ sinφ sinψ + cosφ cosψ sinϑ
sinψ cosϑ sinφ sinψ sinϑ+ cosφ cosψ cosφ sinψ sinϑ− cosψ sinφ
− sinϑ cosϑ sinφ cosϑ cosφ

✭✹✳✺✵✮
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡✈❡❧ ♦♥ Gr̂0 r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ uGr0 = [0.6, 0.6, 0.5] mm✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ uGM0 ✇✐t❤ uGr̂0 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿
uGÔB = [0.7, 0.7, 0.7] mm.
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ▼✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❊✉❧❡r ❆♥❣❧❡s
❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t✐❝
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ❑❧✐♥❡ ▼❝❈❧✐♥t♦❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥s
✹✳✹✹✿ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❙②st❡♠ ✇❤♦s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
✶✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊ ❙P❆❘❚❆◆❙ ▲❖❈❆▲■❩❆❚■❖◆ ❙❨❙❚❊▼
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❝♦❞❡rs✱ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s uQE = 0.09 deg ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t✐❝ ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞✳
❆❢t❡r ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛r❡✿
uφmis = 0.09 deg
uϑmis = 0.08 deg
uψmis = 0.08 deg
✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 99%✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ▼✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s φmis ϑmis ❛♥❞ ψmis ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t✐❝ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❡♣✱
♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ st❛rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❛♥❞s
❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❞♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②s✲
t❡♠ ❢r♦♠ ❛ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r s②s✲
✹✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❉■◆● ❘❊▼❆❘❑❙ ✶✶✺
t❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t✱ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ r❡tr♦r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs
❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❆▼✱ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✿
• t❤❡ ❆▼ ♣♦s❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.1 deg❀
• t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ❜♦❞② ❢r❛♠❡ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s GÔ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ 0.7 mm ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀
• t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❈ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦❞② ❢r❛♠❡
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ 0.09 deg ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
t❡st❜❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘✲
❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❖❋❙✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧❡❞ t♦ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ❑❛❧♠❛♥
✜❧t❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❞❛t❛ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡
❖❋❙ s②st❡♠ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠
❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡s ❛t ❛ ❧♦✇❡r r❛t❡✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧
❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ s✐❣❤t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❡♥❛❜❧❡s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
❢❡❛t✉r❡s✿ ✭✶✮ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❛t❡❧❧✐t❡s ●◆✫❈ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡s❡t
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ●P❙✲❧✐❦❡ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❈❤❛♣t❡r ✺
❙t❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts
✐♥❡rt✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦❡♣t ❣❡♥❡r❛❧ s♦ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡
♦r❜✐t✐♥❣ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r ♥❛t✉r❛❧✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦r ♥♦t ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❦❡②
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢✐❣❤t✱ ♦♥✲♦r❜✐t s❡r✈✐❝✐♥❣✱ ❞❡✲
❜r✐s r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ✐s
❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ s♣❛❝❡✲
❜♦r♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦s ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦r
❞❡❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs
✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❆s ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✸✱ ▲✐❣❤t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛♥❣✐♥❣ ✭▲■❉❆❘✮ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢
❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥s✉r❡ ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❧❡✈❡❧✳
✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡
✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ▲■❉❆❘s ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ✐♥
♣♦♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛s ♣r✐♠❛r② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♥s♦rs ✐s ❤✐❣❤❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦♥ ❜♦❛r❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✿ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡
s②st❡♠s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♠❛ss✱ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡ts✳
❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ▲■❉❆❘❙ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♣t♦✲❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✭❖❊✮ s②st❡♠s
❛s t❤❡✐r r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐s ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♠❛ss ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ s❛t❡❧❧✐t❡s✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✿ ♦❢
❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐ts❡❧❢✳
❇♦t❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r✲
❡st t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ♦r❜✐t ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝✐❡s
t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦♥✲♦r❜✐t
s❡r✈✐❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✺✻❪✱ t♦ ✐♥s♣❡❝t✱ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥❞ r❡♣❛✐r ❛❧r❡❛❞② ♦r❜✐t✐♥❣ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳
❯s✉❛❧❧②✱ ♠♦♥♦❝✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦♣❡r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♣❛ss✐✈❡❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts✳ ▼❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✿
❖r❜✐t❛❧ ❊①♣r❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ❛t r❛♥❣❡s ✉♣ t♦ 150 m ❜② ❡♠♣❧♦②✲
✐♥❣ ❝♦r♥❡r ❝✉❜❡ r❡✢❡❝t♦rs ❡♥❧✐❣❤t❡♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ▲❊❉s ❬✺✼❪✱ t❤❡ P❘■❙▼❆
♠✐ss✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥st❡❛❞ ▲❊❉s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜r✐❣❤t❡r r❡✲
t✉r♥s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ P✹P ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣
st❡r❡♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪✳
❚❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
t❛r❣❡ts ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡❜r✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❡❡♣❧② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r✐s❦ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♣✉s❤❡s
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❢❛❝❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❛t s♣❛❝❡❜♦r♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞
❜② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ✐♠♣❛❝ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡ts ✭✐✳❡✳ s♣❛❝❡ ❞❡❜r✐s✱ ❛st❡r♦✐❞s✮ ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞
✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ♦♥❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
✺✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✶✶✾
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ st❛❣❡ ❛♥❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣
♠❛♥❡✉✈❡rs ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣ts t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣ ✭❙▲❆▼✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪ ♣r❡s❡♥t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❙▲❆▼ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥ s♣❛❝❡ t❛r❣❡t s♣✐♥♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②✱ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
s❤♦✇s ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤❡❛✈✐❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐①✳
■♥ ❬✻✵❪✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❛❝❦❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ■t❡r❛t❡❞ ❊①✲
t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭■❊❑❋✮ ❜❛s❡❞ ❙▲❆▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ P♦st❡r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■❊❑❋s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪ ♣r❡s❡♥ts ❛
❝✉st♦♠✐③❡❞ ■❊❑❋ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❡rt✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✺✾❪✱ ❜✉t ❧❡ss ❜✉r❞❡♥s♦♠❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ■❊❑❋✳ ❆❧s♦ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ r❛t✐♦s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳
❆ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t
♣♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝❧♦s❡✲♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s♦❢t✇❛r❡
s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛s❡r s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ♦r❜✐ts✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞✱ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
✜❧t❡r ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦r❜✐t❛❧
✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡♥✱ t♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ❛ ✸❉ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡
♦❢ t❤❡ t❡st❜❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝✉st♦♠✲♠❛❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r
♠❛r❦❡rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳
❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❧❛❜♦r❛t♦r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
✺✳✷ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ s♦❢t✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦r
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❈✴❈✰✰✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡
♦r ♠♦r❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❡
str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡♥ ♠❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡s ♦r ♠❛❝r♦✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✿
• t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ P♦s✐t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦♣❛❣❛t♦r ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❛ r❡s✐❞❡♥t s♣❛❝❡ ♦❜❥❡❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡q✉❛t✐♦♥s❀
• t❤❡ ❙❡♥s♦rs ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
s❡♥s♦rs s②st❡♠✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s❀
• t❤❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❙❡♥s♦rs ♠♦❞✉❧❡❀
• t❤❡ ●✉✐❞❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r② t♦ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡❀
• t❤❡ ❈♦♥tr♦❧♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❀
✺✳✷✳ ❚❍❊ ❖❘❇■❚❆▲ ❉❨◆❆▼■❈ ❙❖❋❚❲❆❘❊ ❙■▼❯▲❆❚❖❘ ✶✷✶
• t❤❡ ❆❝t✉❛t♦rs ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs s②st❡♠ ✇❤✐❧❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ♠♦❞✉❧❡❀
• t❤❡ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ♦♥
t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✇✐t❤ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞r❛❣✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦
❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜♦❞②✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❡✈❡♥
♠♦❞✉❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✿ t❤❡ P▲❆◆❚✱ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ●◆✫❈ s②st❡♠✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❛❧ ❝♦r❡
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ X r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞②♥❛♠✐❝
st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ Z ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ Xˆ ✐s
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡✱ Xref
✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ❛♥❞ udist✱ ucalc ❛♥❞ ucomm ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙♦❢t✇❛r❡ s✐♠✉❧❛t♦r t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✢♦✇✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞
✶✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❜② t❤❡ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❢r❡❡❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✐ts ♦r❜✐t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡
❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ●◆✫❈ t❛s❦s ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠❛♥❡✉✈❡rs ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❝❤❛s❡r ❛r❡ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦♣❛❣❛t♦r✱ t❤❡ ❙❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s✳
❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡♣❧❡r✐❛♥ t✇♦ ❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠✿
r¨ = −µ r||r||3 + uc + ud ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ r = [x, y, z]T ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❊❛rt❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✱ µ ✐s t❤❡
❊❛rt❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ uc, ud ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭✐✳❡✳ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✮✳
❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✿
Iω˙ + ω × Iω = τc + τd ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ω t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
τc, τd t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦rq✉❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t♦rq✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
✈❡❝t♦r✲s❝❛❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♣❛rt ✐s t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
q = [q1, q2, q3, q4]
T ✳ ❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿
q˙ =
1
2
Qω ✭✺✳✸✮
✇❤❡r❡
Q =

q2 −q3 q4
−q1 q3 q4
q1 −q2 q4
−q1 −q2 −q3
 . ✭✺✳✹✮
❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ st❡r❡♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❙❡♥s♦rs ♠♦❞✉❧❡ r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r✳ ❆
❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
✺✳✸✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ✶✷✸
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❝❤❛s❡r
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❙❡♥s♦rs ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ st❡r❡♦
❝❛♠❡r❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚♦♣ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❡r❡♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✺✳✸ ❙t❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞
r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞
❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭❊❑❋✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✐ts
✐♥❡rt✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ s♣❛❝❡❝r❛❢t✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧ ❝❛s❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ●◆✫❈ t❛s❦s✳
❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
✜❧t❡r✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝✉❜❡✲s❤❛♣❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ♦❢ 2 m✳ ■t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✾ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✳ ❖♥❝❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝
s②st❡♠✱ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
✶✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥❞ tr❛❝❦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛s t❤❡✐r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠
❝✉st♦♠✲♠❛❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs✳
✺✳✸✳✶ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ❛❞♦♣t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡✲
❝r❛❢t✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ❊❛rt❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ✭❊❈■✮ ❢r❛♠❡ I ✐s ✉s❡❞✿ ✐t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✱ ✐ts X ❛①✐s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❡r♥❛❧ ❡q✉✐♥♦① ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ Z ❛①✐s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡❧❡st✐❛❧ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✳ C ❛♥❞ T ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
❝❤❛s❡r ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛s❡r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
t❛r❣❡t ✜①❡❞ ❢r❛♠❡✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❈ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s t❤r❡❡✲❛①✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛❜♦✉t ✐ts ▲♦❝❛❧ ❱❡rt✐❝❛❧✲▲♦❝❛❧
❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✭▲❱▲❍✮ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ xC ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t r❛❞✐❛❧❧② ♦✉t✇❛r❞✱ zC ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ yC t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡
❞❡①tr❛❧ tr✐❛❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿ ρ✱ ρ˙ ❛♥❞ ρ¨ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❜②✲
♦♥❡ ✈❡❝t♦rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✐♥ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t Pi
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡✱ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② ρi✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ω✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
♦❢ ❚ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t q✉❛t❡r♥✐♦♥ q✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
st❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X✿
X = [ρT , ρ˙T , qT , ωT ]T , X ∈ R13. ✭✺✳✺✮
✺✳✸✳✷ Pr♦❝❡ss ♠♦❞❡❧
▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛
r❡❧✐❛❜❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✺✳✸✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ✶✷✺
❜② ❈❧♦❤❡ss② ❛♥❞ ❲✐❧ts❤✐r❡ ❬✶❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❤②♣♦t❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t
✐s ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❘❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛
❜♦❞② ♦r❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡
t❛r❣❡t✱ ✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ I✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ rC ❛♥❞ rT ✿
I r¨C = −µ
IrC
||rC ||3 +
IuC ✭✺✳✻✮
I r¨T = −µ
IrT
||rT ||3 ✭✺✳✼✮
✇❤❡r❡ IuC ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❢r❡❡❧② ♦r✱ ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡r♠
✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✼✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rC ❛♥❞ ρ✿
IrT =
IrC +
Iρ ✭✺✳✽✮
I r¨T = −µ
IrC +
Iρ
||IrC + Iρ||3 . ✭✺✳✾✮
❊q✉❛t✐♦♥s ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✾ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t
s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛s❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❈ ✐s ♥♦t ✐♥❡rt✐❛❧✱ ❛♣♣❛r❡♥t
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥
❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
C r¨T =
C r¨C +
C ρ¨+ CωC × (CωC × Cρ) + Cω˙C × Cρ+ 2 CωC × C ρ˙ ✭✺✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ωC ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r✳
✶✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❙♦❧✈✐♥❣ ✺✳✶✵ ❢♦r C ρ¨ ❧❡❛❞s t♦✿
C ρ¨ =− µ CI R
(
IrC +
Iρ
||IrC + Iρ||3 −
IrC
||rC ||3 +
IuC
)
− CωC × (CωC × Cρ)+
− Cω˙C × Cρ− 2 CωC × C ρ˙
✭✺✳✶✶✮
✇❤❡r❡ CI R ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✶ ✐s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦r❜✐t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❘❡❧❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s
❚❤❡ ❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿
IC
Cω˙C +
CωC × (IC CωC) = Cτ ✭✺✳✶✷✮
IT
T ω˙T +
TωT × (IT TωT ) = 0 ✭✺✳✶✸✮
✇❤❡r❡ Cτ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛s❡r✱ IC ❛♥❞ IT
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❝❤❛s❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Cω = CωT − CωC
= CTR
TωT − CωC
✭✺✳✶✹✮
✇❤❡r❡ CTR ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✷✱ ✺✳✶✸ ❛♥❞ ✺✳✶✹✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
Cω˙ = − CTR I−1T
[
TωT × (IT TωT )
]
+ I−1C
[−Cτ +C ωC × (IC CωC)] . ✭✺✳✶✺✮
❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① CTR ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ q ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡✿
C
TR =

q21 − q22 − q23 + q24 2(q1q2 + q3q4) 2(q1q3 − q2q4)
2(q1q2 − q3q4) −q21 + q22 − q23 + q24 2(q2q3 + q1q4)
2(q1q3 + q2q4) 2(q2q3 − q1q4) −q21 − q22 + q23 + q24

T
✭✺✳✶✻✮
✺✳✸✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ✶✷✼
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿
q˙ =
1
2
Qω ✭✺✳✶✼✮
✇❤❡r❡
Q =

q2 −q3 q4
−q1 q3 q4
q1 −q2 q4
−q1 −q2 −q3
 . ✭✺✳✶✽✮
✺✳✸✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ st❡r❡♦ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ✐♥ ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ st❡r❡♦ r✐❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛♠❡r❛s ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛
❜❛s❡❧✐♥❡ b✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ R ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ L ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✱
t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r t❤❛t ❥♦✐♥s L t♦ t❤❡ R ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❞❡①tr❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❖❢t❡♥✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛s❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ❈✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛ ❘ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
yC ❛①✐s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 1 m ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ❝❛♠❡r❛ ✐s
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 1 m ❛❧♦♥❣ yC ❛♥❞ ♦❢ b ❛❧♦♥❣ zC ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ L ❛♥❞ R ❛r❡
r♦t❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ❛①❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ yC ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❛①✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝❤❛s❡r✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✈❡❧♦❝✐t②✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛s❡r t♦
t❤❡ ❧❡❢t✴r✐❣❤t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s✿
L
CR =
R
CR =

0 0 −1
−1 0 0
0 1 0
 . ✭✺✳✶✾✮
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▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ R ❛♥❞ L ✐♥ ❝❤❛s❡r ❢r❛♠❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
CtR = [0 1 0]
T ❛♥❞ CtL = [0 1 b]
T ✳
❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❛②♦✉t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ st❡r❡♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✸✳
P
RL
C 
C: chaser frame
L: left camera frame
R: right camera frame
f 
b: baseline 
w
L
w
R
t
R
x
R
y
R
z
R
x
L
y
L
z
L
y
Cz
C
x
C
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙t❡r❡♦ r✐❣ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ✸❉ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡❛❝❤ ❧❛♥❞♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s✳
▲❡t Pi ❜❡ ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❜❡✐♥❣ tr❛❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ■ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✉♥✐✈♦❝❛❧❧②
r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ Pi ♠✉st ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Rρi = [xi, yi, zi]
T ✿
Rρi =
R
CR
(
Cρ+CT R Pi −C tR
)
✭✺✳✷✵✮
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Pi ♦♥t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿
uR,i = f
xi
zi
vR,i = f
yi
zi
✭✺✳✷✶✮
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❝❛♠❡r❛✿
uL,i = f
xi + b
zi
vL,i = f
yi
zi
✭✺✳✷✷✮
❋✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ✸❉ ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② s❤❛r❡ t❤❡ s✐① ♠♦t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✈✐❡✇❡r✲❝❡♥t❡r❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿u˙R,i
v˙R,i
 = [ 1
zi
A(uR,i, vR,i) B(uR,i, vR,i)
]Rρ˙
Rω
 ✭✺✳✷✸✮
❛♥❞ u˙L,i
v˙L,i
 = [ 1
zi
A(uL,i, vL,i) B(uL,i, vL,i)
]Lρ˙
Lω
 ✭✺✳✷✹✮
✇❤❡r❡ ❬Rρ˙✱ Rω❪ ❛♥❞ ❬Lρ˙✱ Lω❪ ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✸ ❛♥❞ ✺✳✷✹ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ✐✳❡✳ Cρ ❛♥❞ Cω✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❆
❛♥❞ ❇ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✷❉ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✳
❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
A(u, v) =
−f 0 u
0 −f v
 ✭✺✳✷✺✮
B(u, v) =

uv
f
−f − u
2
f
v
f +
v2
f
− uv
f
−u
 . ✭✺✳✷✻✮
❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ❢r❛♠❡ r❛t❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
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❚❤❡ ❧❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❛s
✐t ❛❧❧♦✇s✱ t❤r♦✉❣❤ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ u✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡s✿
di = uL,i − uR,i. ✭✺✳✷✼✮
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❧❛t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
tr❛❝❦❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts zˆi t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X✿
zˆi = h(X) = [uR,i vR,i uL,i vL,i u˙R,i v˙R,i u˙L,i v˙L,i di]
T . ✭✺✳✷✽✮
✺✳✸✳✹ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s str✐❝t❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭❑❋✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✺✵s ❜② ❘✉❞♦❧♣❤ ❊✳ ❑❛❧♠❛♥✱ ✐s ❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❛t❡
❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❬✻✹❪✳ ❚❤❡ ❑❋✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡
t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞✴♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞
❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭❊❑❋✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥✿ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❑❋ str✉❝t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠✳
❚❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✬s ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ X ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r zˆ✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿
X˙ = f(X) + w ✭✺✳✷✾✮
zˆ = h(X) + v ✭✺✳✸✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs w ❛♥❞ v ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✇❤✐t❡✱ ❣❛✉ss✐❛♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡✐r
✺✳✸✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ✶✸✶
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Q = E[wwT ] ✭✺✳✸✶✮
R = E[vvT ]. ✭✺✳✸✷✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ ❛❞♦♣t❡❞✿ X−k ✐s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛t st❡♣
k ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✱ X+k ✐s t❤❡ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛t st❡♣ k ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t zk✱ ❛♥❞ P
−
k ✱ P
+
k ❛r❡ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❚❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ X0 ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① P0✳ ❚❤❡s❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ st❛t❡ X+k ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① P+k ✳
❖♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡
✐♥st❛♥t k✳ ❚✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✿ ✭✶✮ t❤❡ ❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ st❡♣ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡ st❡♣✳
❚✐♠❡ ❯♣❞❛t❡ st❡♣
■♥ t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ st❛t❡ ❛t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✾✿
X−k+1 = f(X
+
k ). ✭✺✳✸✸✮
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡q✉❛t✐♦♥ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r X ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿
Fk =
∂f
∂X
∣∣∣∣
X=X−
k+1
. ✭✺✳✸✹✮
❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✺❪✳ ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
P−k+1 = FkP
+
k F
T
k +Q. ✭✺✳✸✺✮
✶✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♣❞❛t❡ st❡♣
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡
✐♥st❛♥t k✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣ ❡①♣❧♦✐ts t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st st❛t❡ ✈❡❝t♦r X−k+1
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① P−k+1✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts zˆ ✇✐t❤
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ R✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
X+k+1 = X
−
k +K
(
zˆ − h(X)|X=X−
k
)
✭✺✳✸✻✮
✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐①✿
K = P−k+1H
T
(
HP−k+1H
T +R
)−1
✭✺✳✸✼✮
❛♥❞ H ✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✿
H =
∂h
∂X
∣∣∣∣
X=Xˆ
. ✭✺✳✸✽✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ✉♣❞❛t❡❞✿
P+k+1 = (I −KH)P−k+1. ✭✺✳✸✾✮
❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❡♣ ❛r❡ X+k+1 ❛♥❞ P
+
k+1 ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡
✐♥♣✉ts ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ❛t t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✳
✺✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ♦r❜✐t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♦r❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❛rt❤
♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭▲❊❖✮ ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ 500 km ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♠♦✉♥t❡❞ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❤❛✈❡ ❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 8.1 cm ❛♥❞ ❛ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ 2048 x2048 pixels✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ 1 m✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡♥s♦rs ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦st✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛♥❣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❜❥❡❝t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ r✐❣ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 5 m✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❛♥❡✉✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
✺✳✹✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙✿ ❖❘❇■❚❆▲ ❙❈❊◆❆❘■❖ ✶✸✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊q✉❛t♦r✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞❡✜♥❡❞
❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❞♦❝❦✐♥❣✮✳ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♠❛♥❡✉✈❡r✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠ ♠❛②
❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣
♠❛♥❡✉✈❡r ♠❛② ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❡✳❣✳ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦♥♦❝✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳
❚♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Q, R ❛♥❞ P ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳
❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ✶ ♣✐①❡❧ ❬✻✻❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❞❛t❛ ❛t ❛ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ 10 fps✱ t❤❡ ♠❛tr✐① R ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s✿
R = diag ([1, 1, 1, 1, 200, 200, 200, 200, 2]) pixel2.
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q ❤❛s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿
σ2ρ = 10
−2 · [1, 1, 1] m2
σ2ρ˙ = 10
−4 · [1, 1, 1] m2/ s2
σ2q = 10
−2 · [1, 1, 1, 1]
σ2ω = 0.25 · [1, 1, 1] deg2/ s2.
✶✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❚❤❡ st❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿ P = Q✳
■♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤❛s❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤r❡❡✲❛①✐s st❛❜✐❧✐③❡❞
❛❜♦✉t t❤❡ ❊✉❧❡r✲❍✐❧❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✭▲❱▲❍ ❢r❛♠❡✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡r
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥ ❜♦❛r❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
ρ = [0, 40, 0] m
ρ˙ = [0, 0, 0] m/ s
q = [0, 0, 0, 1]
ω = [0.1, 0, 0.1] deg/ s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊❑❋ ✐s✿
ρ0 = [0.4, 42, 0.2] m
ρ˙0 = [0, 0, 0] m/ s
q0 = [0, 0, 0, 1]
ω0 = [0, 0, 0] deg/ s.
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❛♥
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 100 s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠
q✉❛t❡r♥✐♦♥s t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✱ ✺✳✻✱ ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ q✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s s❤♦✇
❛ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✱ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r✲
✺✳✹✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙✿ ❖❘❇■❚❆▲ ❙❈❊◆❆❘■❖ ✶✸✼
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶ ❛♥❞ ✺✳✶✷
s❤♦✇ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥✱ ✇❤✐t❡✱ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 1 ♣✐①❡❧✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
❛♥❞✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r st❛rts ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❛s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♣❛rt✐❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r❧② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶ ♣✐①❡❧ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✷❉ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
✺✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t♦✇❛r❞s ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✲
✐♥❣
❖♥❝❡ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦r❜✐t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙
s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐♥ ❛ ✸❉ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ♠✉st
❜❡ s❛✐❞ t❤❛t✱ ❛t ✐ts ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡✱ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❜❡✐♥❣ ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳
✺✳✺✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦
❚❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡✲
♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❜②
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♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡
✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳
❚❤❡ sq✉❛r❡✲s❤❛♣❡❞ ♠❛r❦❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛r❡ ♥♦t t❛②❧♦r❡❞
t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❢♦r t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s q✉✐t❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♣❤❛s❡✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r❝♦♠❡s
t❤❡s❡ ❞♦✇♥s✐❞❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ❬✷✾✱✻✼❪✳ ❈✐r❝✉❧❛r
♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r
❝❡♥tr♦✐❞s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞
❛❧♠♦st ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡❛ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✉r❢❛❝❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤r❡❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❛r❦❡rs ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❛t❡r❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r t②♣❡✿
❚②♣❡ ❆ ♠❛r❦❡r✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐❛❧
r❛t✐♦ ♦❢ ✺✿✸✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦❀
❚②♣❡ ❇ ♠❛r❦❡r✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❤✐t❡ sq✉❛r❡
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ ❞❛r❦
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞❀
❚②♣❡ ❈ ♠❛r❦❡r✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡✳
❊❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡✱
❝❛❧❧❡❞ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❙P❆❘❚❆◆❙ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❣✉❧❛r r❛♥❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❧❧ ❛♥❞
♣✐t❝❤✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐s ❦❡♣t ❧♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡✳
❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞✱ ✐♥ s✐❣❤t
♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❢❛st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳
✺✳✺✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙✿ ❚❖❲❆❘❉❙ ▲❆❇❖❘❆❚❖❘❨ ❚❊❙❚■◆● ✶✹✶
❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✽❪ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ✐t ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❢❛st❡r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♠♦♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦ ❛❧s♦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❧❛♥❞♠❛r❦s ❢r♦♠ t❤❡
❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
✶✳ ■♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥✳
✷✳ ❈✐r❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✽❪✳
✸✳ ▼❛r❦❡rs r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✿ ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣
❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❛
♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs✿ ♠❛r❦❡rs ❆ ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞
✐❢ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❛r❡❛ ✐s
❝♦♠♣r✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❝✐r❝❧❡s✳ ❋❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t t❤❛♥❦s t♦ ❛ r♦❜✉st ❤②♣♦t❤❡s✐s✲✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✹✳ P❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✿ ✇❤❡♥ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②
r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✷❉ ❝❡♥tr♦✐❞s t♦ t❤❡✐r ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❡❛rs✳ ❖♥❝❡ ❛
♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s tr❛❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r② ❛❧❧♦✇✐♥❣
❛❧s♦ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
✺✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣❛t❤❡r❡❞ ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸❛ s❤♦✇s t❤❡ ❆▼ ✸❉ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❛r❦❡rs✱ ❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❆❧❧ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦❞✉❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸❜ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❛r❦❡rs✿
t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝✐r❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❛r❦❡r ❛♥❞✱ ✐♥
✶✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳
✭❛✮ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼✳ ✭❜✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡
❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡
r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ♠❛r❦❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❡✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r
♠❛r❦❡rs✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳
✺✳✺✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❝❡♥❛r✐♦
❋♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✸❉ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✸❉ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ s♣✐♥♥✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s t❡r♠s
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✶ ❛♥❞ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥st❡❛❞ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳
❚❤❡ st❡r❡♦ r✐❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ st❡r❡♦ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝❛♠❡r❛s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 800 x618 pixels✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ 20 cm ❛♥❞
✇✐t❤ ❛ ❢r❛♠❡✲r❛t❡ ♦❢ 48 fps✳
❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❛s ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ✭✶✮ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡
✺✳✺✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙✿ ❚❖❲❆❘❉❙ ▲❆❇❖❘❆❚❖❘❨ ❚❊❙❚■◆● ✶✹✸
✜❧t❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣r♦ss
❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳
❋✐rst s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r
■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛ ❣r♦ss ❡rr♦r ❛s r❡❣❛r❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❣✉❡ss ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s✿
R = diag ([1, 1, 1, 1, 4608, 4608, 4608, 4608, 2]) pixel2.
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q✱ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✜❧t❡r✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿
σ2ρ = 10
−2 · [1, 1, 1] m2
σ2ρ˙ = 10
−2 · [1, 1, 1] m2/ s2
σ2q = 2.5 · 10−3 · [1, 1, 1, 1]
σ2ω = 10
−2 · [1, 1, 1] deg2/ s2.
❚❤❡ st❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿ P = Q✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
ρ = [−0.2, 0, 2.7] m
ρ˙ = [0, 0, 0] m/ s
q = [0, 1, 0, 0]
ω = [0, −72, 0] deg/ s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊❑❋ ✐s✿
ρ0 = [0.1, 0.2, 3] m
ρ˙0 = [0.2, 0, 0.3] m/ s
q0 = [0, 0, 0, 1]
ω0 = [0, 0, 0] deg/ s.
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❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺✱ ✺✳✶✻ ❛♥❞ ✺✳✶✼ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ t❤❡
♦r❜✐t❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s
s❧♦✇❧② t♦ ③❡r♦✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡✱ ✐t ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❧✲
❛t✐✈❡ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❧❡❛❞s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❛❥♦r ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✶✷ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❧❛st
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t❡❞
s❝❡♥❛r✐♦✳
❋✐rst s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦
P❛r❛♠❡t❡r
❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r
♠❡❛♥ st❞ ❞❡✈✳ ♠❛①
ρx [ m] 2 · 10−4 6.3 · 10−3 1.7 · 10−2
ρy [ m] 1 · 10−3 8.5 · 10−3 3.5 · 10−2
ρz [ m] 4 · 10−4 8.6 · 10−3 1.9 · 10−2
ρ˙x [ m/ s] 1.4 · 10−3 1.2 · 10−2 2.6 · 10−2
ρ˙y [ m/ s] 2.1 · 10−3 1.8 · 10−2 7.6 · 10−2
ρ˙z [ m/ s] 2.5 · 10−3 1.7 · 10−2 5.2 · 10−2
φ [ deg] 4.3 · 10−2 1.0 5.7
θ [ deg] 8.8 · 10−2 1.3 6.2
ψ [ deg] 1.01 · 10−1 1.5 4.1
ωx [ deg/ s] 3.1 · 10−2 0.63 2.1
ωy [ deg/ s] 1.5 · 10−1 0.58 1.4
ωz [ deg/ s] 2.2 · 10−1 0.66 1.5
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❙❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✿ s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛✐♠s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ tr❛❝❦✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ✜❧❡t❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛ ♠❛❥♦r ✇❡✐❣❤t ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
σ2ρ = 10
−2 · [1, 1, 1] m2
σ2ρ˙ = 10
−4 · [1, 1, 1] m2/ s2
σ2q = ·10−6 · [1, 1, 1, 1]
σ2ω = 10
−4 · [1, 1, 1] deg2/ s2.
❚❤❡ ♠❛tr✐① P ❛♥❞ Q✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ❞②♥❛♠✐❝❛❧ st❛t❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✜rst
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✽✱ ✺✳✶✾✱ ✺✳✷✵ ❛♥❞ ✺✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s tr✉st❡❞ ♠♦r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r ❞②♥❛♠✐❝s s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s r❡❣❛r❞s t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛❝❡s ✐s s❡❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❤✐❣❤ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ■t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡ ❢❛❝t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r
t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛❧t❡rs t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥
t❤❡ ✶✷ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❧❛st 3 s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳
✶✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡✲
♥❛r✐♦✳
✶✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
s❝❡♥❛r✐♦✳
❙❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦
P❛r❛♠❡t❡r
❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r
♠❡❛♥ st❞ ❞❡✈✳ ♠❛①
ρx [ m] 4 · 10−4 1.3 · 10−3 2.5 · 10−2
ρy [ m] 7 · 10−4 1.1 · 10−3 3.3 · 10−2
ρz [ m] 1.6 · 10−3 5.0 · 10−3 1.2 · 10−2
ρ˙x [ m/ s] < 1 · 10−4 1.3 · 10−3 3.5 · 10−3
ρ˙y [ m/ s] < 1 · 10−4 2.4 · 10−3 8.1 · 10−3
ρ˙z [ m/ s] < 1 · 10−4 2 · 10−4 < 1 · 10−4
φ [ deg] 9.1 · 10−2 2.0 · 10−1 4.4 · 10−1
θ [ deg] 1.3 · 10−2 3.0 · 10−1 7.3 · 10−1
ψ [ deg] 8.5 · 10−2 1.7 · 10−1 5.2 · 10−1
ωx [ deg/ s] 3.4 · 10−1 2.2 · 10−1 7.8 · 10−1
ωy [ deg/ s] 7.4 · 10−2 1.9 · 10−1 4.8 · 10−1
ωz [ deg/ s] 1.1 · 10−1 1.7 · 10−1 5.3 · 10−1
✺✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐✲
❞❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘✲
❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
• ❙♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❆ s✐♥❣❧❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t✿ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥
✐ts ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❚▼ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❥♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❆▼ str✉❝t✉r❡✮✳ ❚❤❡ ❆▼ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❜❧❛❝❦ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❡ts
❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ ✭✶✮ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦✲
❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs
r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠❀
• ❉❯❖ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
✜❧t❡r ✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t ❛t 10 Hz✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
✺✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❚❊❙❚❙ ✶✺✶
♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st t❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t
s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐t ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡
t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝✉st♦♠✲♠❛❞❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡❀
• ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛t 50 Hz✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t✉♣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ st❡r❡♦
❝❛♠❡r❛ ♦♥ t❤❡ t❡st t❛❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ s❤♦✇s t❤r❡❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ r✐❣✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸❛ s❤♦✇s
t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ r❛✇ ✐♠❛❣❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸❜ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡❧❧✐♣s❡s r❡tr✐❡✈❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸❝ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t
s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs ❛❢t❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✲✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
r♦✉t✐♥❡ t❤❛t ✜❧t❡rs ♦✉t ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ▲❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✳
✶✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
✭❛✮ ❘❛✇ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛✳
✭❜✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦✉t♣✉t✿ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s
♠❛r❦❡rs✳
✭❝✮ ❋✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✉t♣✉t✿
t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ♠❛r❦✲
❡rs r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✲
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❢❛❧s❡
❞❡t❡❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ■♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t❡sts✱ t❤❡ ❆▼ ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜② ❤❛♥❞✳
✺✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❚❊❙❚❙ ✶✺✸
❚❤❡ ❊❑❋ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R ✐s✿
R = diag ([1, 1, 1, 1, 200, 200, 200, 200, 2]) pixel2;
• t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿
σ2ρ = 10
−6 · [1, 1, 1] m2
σ2ρ˙ = 10
−6 · [1, 1, 1] m2/ s2
σ2q = 10
−4 · [1, 1, 1, 1]
σ2ω = 64 · [1, 1, 1] deg2/ s2;
• t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊❑❋ ✐s✿
ρ0 = [0, 0, 0.82] m
ρ˙0 = [0, 0, 0] m/ s
q0 = [0, 1, 0, 0]
ω0 = [0, 0, 0] deg/ s.
❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ♠♦t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣r♦❝❡ss ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ2ω ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❆▼ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ r❡s✐❞❡♥t s♣❛❝❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❢r❡❡❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞ ♠♦r❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❊❑❋✱ t❤❡ ▼❈ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ✐♥
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ✭✶✮ t❤❡ ▼❈ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❊❑❋ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❝❤❛s❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ✭✷✮
s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡❣♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧✐❣♥s t❤❡
✶✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
❝❤❛s❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t❛r❣❡t ❢r❛♠❡ T ✮✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δt = 0.8 s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✱ ✺✳✷✺✱ ✺✳✷✻ ❛♥❞ ✺✳✷✼ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱
❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❊❑❋
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❈ s②st❡♠✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊❑❋ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡r✿ ✭✶✮ ❛ ✜rst
♣❤❛s❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0 s t♦ ❛❜♦✉t 5 s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♥♦t ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❊❑❋ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ♣❤❛s❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 5 s t♦
❛❜♦✉t 22 s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s s♣✐♥♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✐ts ③✲❛①✐s ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡
✭t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 35 deg / s2✮✱ t❤❡ ❊❑❋ ♣r♦✈❡s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✱ ✺✳✷✾✱ ✺✳✸✵ ❛♥❞ ✺✳✸✶ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦✜❧❡s ✐t ❝❛♥
❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ ③❡r♦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ❧❡✈❡❧
✐♥❝r❡❛s❡s✿ t❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r s❤♦✇ ❛ ♥♦✐s② ♣r♦✜❧❡✿
t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ♣r♦✜❧❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ❛♥❞ ✺✳✸✵ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s❤♦✇s
t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✿ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✳
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✉♦✉s ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❊❑❋ ❛♥❞ ▼❈ ❞❛t❛✳
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❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❊❑❋ ❛♥❞ ▼❈ ❞❛t❛✳
✺✳✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❚❊❙❚❙ ✶✺✼
0 5 10 15 20
-0.1
0
0.1
0 5 10 15 20
-0.2
0
0.2
0 5 10 15 20
-0.1
0
0.1
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✳
0 5 10 15 20
-1
0
1 10
-3
0 5 10 15 20
-1
0
1 10
-3
0 5 10 15 20
-1
0
1 10
-3
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✳
✶✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
0 5 10 15 20
-200
-100
0
0 5 10 15 20
-10
0
10
0 5 10 15 20
-10
0
10
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✳
0 5 10 15 20
-0.5
0
0.5
0 5 10 15 20
-0.5
0
0.5
0 5 10 15 20
-0.5
0
0.5
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✳
✺✳✼✳ ❈❖◆❈▲❯❉■◆● ❘❊▼❆❘❑❙ ✶✺✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡st✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st
P❛r❛♠❡t❡r
❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r
♠❡❛♥ st❞ ❞❡✈✳ ♠❛①
ρx [ m] −0.0253 0.008 0.0421
ρy [ m] 0.0032 0.0118 0.0224
ρz [ m] 0.0028 0.0032 0.0094
ρ˙x [ m/ s] < 1 · 10−4 1 · 10−4 2 · 10−4
ρ˙y [ m/ s] < 1 · 10−4 < 1 · 10−4 1 · 10−4
ρ˙z [ m/ s] < 1 · 10−4 1 · 10−4 1 · 10−4
φ [ deg] −0.22 2.53 5.98
θ [ deg] −3.65 1.67 5.39
ψ [ deg] −4.50 1.23 7.48
ωx [ deg/ s] 1.76 3.37 9.54
ωy [ deg/ s] 1.98 3.86 9.41
ωz [ deg/ s] −0.70 1.95 4.70
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r
❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❆▼✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦rq✉❡ ❢r❡❡
♠♦t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ ✜♥❡r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
✐♠♣r♦✈❡❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s
■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛✲
t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r
t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧② st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❤❛s❡r s❛t❡❧❧✐t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s t❡st❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
♦r❜✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
✶✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❚❊❘❊❖❙❈❖P■❈ ❱■❙■❖◆✲❇❆❙❊❉ ◆❆❱■●❆❚■❖◆
t❤❡ ✜❧t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s✉❜✲❝❡♥t✐♠❡t❡r ❛♥❞ s✉❜✲❞❡❣r❡❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡
t❤❡ ✜❧t❡r st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❜✉t ✐t s❤♦✇s ❛ ❧❡ss st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛
♣r♦♣❡r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢
♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts
♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ t✇♦ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝✉st♦♠ ♠❛❞❡
❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①tr❛❝t
r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♥t❡①t
♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r r❡q✉✐r❡s t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✜rst t❡♥t❛t✐✈❡
st❛t❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❡♥t✐♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠② P❤✳❉✳ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣
♦❢ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❙♣❛❝❡❝r❛❢t ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳
❉✉r✐♥❣ ♠② ❞♦❝t♦r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛ s❡t ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ♦r❜✐t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈✐s✐♦♥
❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡st❜❡❞✱ ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛t t❤❡ ❈❡♥t❡r ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ❛♥❞
❆❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦r ❙♣❛❝❡ ✭❈■❙❆❙✮ ✧●✳ ❈♦❧♦♠❜♦✧ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❞♦✈❛✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t②
❝♦♥s✐sts ♦❢ r♦❜♦t✐❝ ✉♥✐ts t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ✐♥ ❝❧♦s❡
♣r♦①✐♠✐t②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞② ●◆✫❈ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
❛♥❞ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✺
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✸ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✷ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ✺ ♠❛✐♥ s✉❜s②st❡♠s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳
❚❤❡ ✜rst ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♠② P❤✳❉✳ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥
s②st❡♠ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉st♦♠✲
♠❛❞❡ s❡t ♦❢ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✲❢r♦♠✲t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣♦s❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ✜rst ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❘❆◆❙❆❈
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❧s❡ ♦r ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✶✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❡r❡
✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦❝❦✲✉♣ ❛♥❞✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s❡s ✇✐t❤ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s
❛r♦✉♥❞ 1 cm ❛♥❞ 1 deg ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ✇❛s
✐♥❝❧✐♥❡❞ ♦❢ ❛t ❧❡❛st 20 deg ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡✳
❚❤✐s ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r
t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡st❜❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❥♦✐♥t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❋❧♦✇ ❙❡♥s♦rs
❛♥❞✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ▼♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❛❝t✐✈✐t② ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❛t❤❡r✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❣r♦✉♥❞tr✉t❤ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ●◆✫❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡✱ ✇✐t❤ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛♥❞ s✉❜✲❞❡❣r❡❡
❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts ✐♥ ❛ ●P❙✲❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r✳
❚❤❡ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♠② P❤✳❉✳ r❡❣❛r❞❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛✐♠❡❞ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
s♣❛❝❡❝r❛❢t ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s✐♦♥ s②s✲
t❡♠✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣r♦♣❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❈❧♦❤❡ss② ❛♥❞ ❲✐❧ts❤✐r❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛t
✜rst ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❛♥
♦r❜✐t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✇♦ s❛t❡❧❧✐t❡s ✢②✐♥❣
✐♥ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✇❡r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✸❉ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✐♥ s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉♥✐ts✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❛r❦❡rs ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✈❛❧✲
✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♣r② t❡st✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts
✶✻✸
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t
✇✐t❤ ❝❡♥t✐♠❡t❡r✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡✲❧❡✈❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❆s r❡❣❛r❞s t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❡ ❙P❆❘❚❆◆❙ t❡❛♠ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠
♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦①✐♠✐t② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t
s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ✭✶✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t s✐♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ ✭✷✮ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●◆✫❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛
❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ❛♥❞
❝♦♠♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r P■❉ ♦r ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛s
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